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§  1. 

Wie  die  Arithmetik  mit  der  Analysis  die  Wissen- 
schaft von  den  Zahlen  darstellt,  so  ist  die  Logik  die 
Wissenschaft  von  den  Begriffen.  Der  Aufgabe  jener 
mathematischen  Disciplinen,  aus  den  allgemeinen  Eigen- 
schaften der  Zahlen  die  Gesetze  ihrer  Funktionen  und 
Relationen  abzuleiten,  entspricht  die  Aufgabe  der  Logik 
aus  den  allgemeinen  Eigenschaften  derBegri f f e 
die  Gesetze  ihrer  Zusammensetzung  und  der 
Beziehungen  der  Begriffe  unter  einander 
zu  entwickeln. 

§  2. 

Die  allgemeinste  Eigenschaft  der  Begriffe  ist  ihre 
Beziehung  auf  Gegenstände.  Sie  besteht  in  dem 
natürlichen  Zusammenhang  zwischen  Begriffen  und  Gegen- 
ständen, welcher  dadurch  geschaffen  wird,  dass  wir  die 
Gegenstände  mittels  der  Begriffe  erkennen.  Alle  Gogen- 
stände,  die  durch  einen  Begriff  erkannt  werden  oder 
erkannt  werden  können,  nennen  wir  dem  Begriffe  z  u  - 
geordnet;  umgekehrt  umfasst  der  Begriff  diese 
Gegenstände. 

Die  Gesamtheit  der  Gegenstände,  welche  einem 
Begriffe  zugeordnet  sind,  heisst  eine  Klasse.  Zu  jedem 
Begriffe  gehört  also  eine  Klasse.  Die  Klasse  besteht 
aus  den  Gegenständen;  diese  sind  in  ihr   enthalten.') 


*)  Dedekind.  Was  sind  und  was  sollen  die  Zahlen?  Braim- 
Bchweig  1888.  S.  2. 
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Wir  nehmen  hier  ein  für  allemal  an,  dass  diese 
Beziehungen  zwischen  den  Begriffen  und  den  Gegen- 
ständen absolut  bestimmte  seien  in  der  Art,  dass  nie- 
mals ein  Zweifel  bestehe,  ob  ein  vorgelegter  Gegenstand 
einem  gegebenen  Begriffe  zugeordnet  sei  oder  nicht. 
Jegliche  Unbestimmtheit,  habe  sie  ihren  Ursprung  in 
der  Mehrsinnigkeit  der  sprachlichen  Zeichen  für  die 
Begriffe  (der  Worte)  oder  in  der  Unvollkommenheit  un- 
serer Erkenntnismittel  überhaupt,  muss  ausgeschlossen 
sein,  wenn  die  Regeln  der  Logik  Gültigkeit  haben  sollen. 
Für  eine  derartige  Bestimmtheit  der  Begriffe  zu  sorgen 
ist  nicht  Sache  der  Logik,  sondern  der  besonderen 
Wissenschaften,  in  denen  die  Begriffe  gebildet  werden. 

Subjectiv  betrachtet  besteht  ein  Begriff  allein  in 
der  Fähigkeit  Gegenstände  zu  erkennen.  Seinen  allge- 
mein gültigen  und  mitteilbaren  Ausdruck  findet  der 
Begriff  in  der  Definition,  an  die  wir  nur  die  eine 
Anforderung  stellen,  dass  sie  dem  Begriffe  die  oben  ge- 
forderte Bestimmtheit  gebe.  Im  übrigen  seien  die  Mittel 
und  Wege,  wodurch  man  zur  Definition  eines  Begriffes 
gelangt,  unbeschränkt. 

Um  die  grösstmögliche  Allgemeinheit  der  Logik  zu 
erreichen,  soll  nicht  unter  allen  Umständen  vorausgesetzt 
werden,  dass  die  Begriffe  wirklich  Gegenstände  umfassen 
und  die  Klassen  solche  enthalten,  sondern  wir  lassen 
auch  Klassen  zu,  welche  gar  keinen  Gegenstand  enthalten, 
und  bezeichnen  diese  leere  Klasse  mit  dem  Zeichen  0. 
Die  Beziehung  der  Begriffe  auf  Oiegenstände  wird  dann 
allerdings  zu  einer  bloss  potentiellen  d.  h.  man  würde 
mit  Hülfe  des  Begriffes  Gegenstände  erkennen,  wenn 
es  solche  gäbe.  Diese  Verallgemeinerung  ist  nothwendig, 
weil  in  der  Praxis  häufig  Begriffe  vorkommen,  von  denen 
wir  nicht  wissen,  ob  ihnen  Gegenstände  zugeordnet  sind, 
ja  ein  jeder  Begriff  ist  von  dieser  Art,  so  lange  er 
uns  nur    durch    seine  Definition    gegeben  ist.     Ob    und 
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wie  viele  Gegenstände  er  umfasst,  können  wir  nur  aus 
anderer  Quelle  wissen  und  müsste  daher  besonders  hin- 
zugefügt werden,  falls  es  bei  den  logischen  Schlüssen 
zu  berücksichtigen  wäre. 

Trotz  dieser  Voraussetzungslosigkeit  bezüglich  der 
dem  Begriffe  zugeordneten  Gegenstände,  also  bei  völliger 
Unbestimmtheit  der  zum  Begriff  gehörenden  Klasse  ist 
doch  eine  grosse  Reihe  von  logischen  Operationen  und 
Schlüssen  möglich.  Die  hierfür  geltenden  Sätze,  welche 
somit  für  alle  Begriffe  ohne  alle  Ausnahme  gelten,  fassen 
wir  als  allgemeineLogik  zusammen.  Speciellere 
Teile  der  Logik  erhalten  wir  dann,  wenn  wir  die  Be- 
schaffenheit der  Klassen  mit  in  die  logische  Betrachtung 
hereinziehen.  Gerade  die  consequente  und  ausgiebige 
Berücksichtigung  der  Klassen  ist  es,  wodurch  die  neuere 
algebraische  Logik  sich  vor  der  älteren  Behandlungs- 
weise  der  Logik  auszeichnet  und  die  Anwendbarkeit 
und  Tragweite  derselben  so  wesentlich  erhöht  hat. 

Die  Unbestimmtheit,  in  der  die  Klassen  in  der 
allgemeinen  Logik  belassen  werden,  ist  nicht  zu  ver- 
wechseln mit  der  Unbestimmtheit  der  eigentlich  unbe- 
stimmten Begriffe,  die  man  als  Hülfsmittel  beim 
logischen  Kalkül  eingeführt  hat.  Bei  diesen  ist  der 
Begriff  selbst  unbestimmt,  bei  jenen  nur  die  Klasse  oder 
richtiger,  da  zu  jedem  bestimmten  Begriffe  auch  eine 
bestimmte  Klasse  gehört,  es  ist  die  Klasse  unbekannt 
bezw.  es  wird  von  ihr  abstrahiert. 

Bei  jeder  logischen  Aufgabe  kommt  nur  ein  be- 
schränktes Gebiet  der  Wirklichkeit  in  Betracht.  Be- 
ziehen sich  die  logischen  Schlüsse  z.  B.  auf  Zahlen, 
so  wird  man  alle  übrigen  Denkobjecte  ausser  Acht  lassen. 
Ja  das  Gebiet  ist  noch  weiter  z.  B.  auf  einen  bestimmten 
Kreis  von  Zahlen  beschränkbar.  Den  Inbegriff  der 
Gegenstände  nun,  der  bei  einem  vorgelegten  Problem 
allein    in    Betracht   kommt,    und    der    im    Allgemeiner 
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durch  einen  Begriff  oder  eine  Summe  von  Begriffen 
bestimmt  sein  wird,  nennen  wir  den  Denkbereich 
(Universe  of  discourse).  Auch  die  zu  diesem  umfas- 
sendsten Begriff  gehörige  Klasse  kann  unbekannt  bleiben, 
nur  darf  sie  niemals  ganz  leer  angenommen  werden 
(vgl.  §  8).  Wir  bezeichnen  den  Denkbereich  mit  dem 
Symbol  1.  Alle  Klassen,  die  aus  dem  Denkbereich  gar 
keinen  Gegenstand  enthalten,  werden  gleich  0  gesetzt. 
Die  Gesamtheit  der  denkbaren  Objecto  bei  jeder 
Untersuchung  als  Denkbereich  zu  betrachten,  wäe  die 
ältere  Logik  meistens  thut,  ist  unzweckmässig. 

§  3. 

Obgleich  die  ältere  Logik,  sei  es  prinzipiell,  sei  es 
nur  gewohnheitsmässig,  Betrachtungen  über  die  Klassen 
ausschloss,  war  sie  in  Wirklichkeit  doch  nicht  völlig 
voraussetzungslos  in  Bezug  auf  dieselben.  Aus  ihren 
Schlüssen  ergiebt  sich  nämlich,  dass  sie  stillschAveigend 
überall  die  Annahme  gemacht  hat,  jeder  der  vorkom- 
menden Begriffe  umfasse  wirkliche  Gegenstände,  keiner 
derselben  sei  also  gleich  0.  Wäre  man  sich  dieser 
Voraussetzung  klar  bewusst  gewesen,  und  insbesondere 
auch  des  Umstandes,  dass  sie  keine  notwendige  Be- 
dingung der  Gültigkeit  aller  logischen  Gesetze  ist,  so 
wäre  manche  Controverse  erspart  geblieben. 

In  Wahrheit  bedeutet  nämlich  diese  Annahme  schon 
eine  Specialisierung  der  Begriffe.  Wir  wollen  eine  Klasse, 
von  der  vorausgesetzt  wird,  dass  sie  nicht  gleich  0  ist, 
eine  reale  Klasse  oder  ein  Reale  nennen. 

Dieser  Specialisierung  der  Klasse  entspricht  die 
zweite,  dass  sie  nicht  den  ganzen  Denkbereich  um- 
fasse oder  nicht  gleich  1  sei.  Derartige  Klassen  mögen, 
mit  Hindeutung  darauf,  dass  sie  nur  einen  Teil  des 
„Universc"  enthalten,  partiale  Klassen  oder  Par- 
tiale genannt  werden. 
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Gegenstand  einer  logischen  Untersuchung  sei  z.  B. 
eine  numerische  algebraische  Gleichung.  Der  Denk- 
bereich werde  durch  die  Wui'zeln  derselben  gebildet. 
So  lange  über  den  Grad  und  die  Reellität  der  Coeffi- 
cienten  nichts  angegeben  ist,  ist  die  Klasse  gebildet  aus 
den  reellen  Wurzeln  der  Gleichung  unbestimmt.  Sie  kann 
=  0  sein,  sie  kann  auch  alle  Wurzeln  der  Gleichung  um- 
fassen. Sind  aber  alle  Coefficienten  als  reelle  Grössen 
und  der  Grad  der  Gleichung  als  ungerade  Zahl  bekannt, 
so  muss  die  Klasse  der  reellen  Wurzeln  real  sein,  nämlich 
mindestens  eine  enthalten.  Zugleich  steht  dann  fest,  dass 
die  Klasse  der  complexen  Wurzeln  eine  partiale  ist. 

Von  besonderer  Bedeutung  für  die  Logik  sind  die- 
jenigen Klassen ,  welche  aus  nur  einem  Gegenstande 
bestehen.  Sie  sind  logisch  unteilbar,  stellen  also  logische 
Individuen  dar.  Bei  diesem  Ausdruck  ist  jedoch 
zu  bemerken,  dass  die  logische  Unteilbarkeit  eines  Be- 
griffes oder  einer  Klasse  nicht  mit  der  realen  Unteil- 
barkeit eines  Dinges,  worauf  sich  ursprünglich  die 
Bezeichnung  Individuum  bezieht,  zu  verAveehseln  ist. 
In  der  Klasse  der  indogermanischen  Völker  z.  B. 
stellen  die  einzelnen  Völker,  aus  denen  die  Klasse  be- 
steht, die  logischen  Individuen  dar,  obgleich  diese  keine 
Individuen  im  gewöhnlichen  Sinne  sind.  In  der  Klasse 
der  Deutschen  dagegen,  welche  aus  den  einzelnen 
Deutschen  zusammengesetzt  wird ,  fällt  das  logische 
Individuum  mit  dem  Individuum  im  gewöhnlichen  Sinne 
zusammen. 

Die  Individuen  sind,  samt  den  aus  ihnen  durch 
logische  Addition  zusammengesetztenKlassen,  die  bestimm- 
testen, insofern  sie  nie  einen  Zweifel  darüber  lassen,  ob 
und  wie  viele  Gegenstände  zu  ihnen  gehören. 

Auf  anderweitig  bestimmte  Klassen  wird  im  Fol- 
genden nicht  eingegangen  werden,  weil  ihre  Behandlung 
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meistens   schon  arithmetische  Hülfsbetrachtungen   erfor- 
dert, die  hier  bei  Seite  bleiben  sollen. 

Die  Klasse  soll  für  unsere  Untersuchungen  das 
Einteilungsprinzip  abgeben,  und  wir  werden  daher  der 
Reihe  nach  behandeln: 

I.  Die  allgemeine  Logik. 

II.  Die  Logik  der  realen  und  partialen  Klassen. 
III.  Die  Logik  der  Individuen  und  der  Individuen- 
summen. 

§  4- 

Die  einzige  Funktion  von  Begriffen,  welche  wir 
in  Betracht  ziehen  werden,  ist  der  nur  durch  die  Ope- 
rationen der  logischen  Addition  (Collection)  und  der 
Determination^)  gebildete  zusammengesetzte  Be- 
griff. Er  lässt  sich  mit  der  ganzen  Funktion  der 
Analysis  vergleichen. 

Man  kann  diese  Funktion  allgemein  in  zweierlei 
Weise  darstellen: 

Durch  Ausführung  aller  Determinationen  (Auflösung 
aller  Klammern),  nach  dem  Distributionsgesetz  ^),  wird 
sie  verwandelt  in  eine  Summe  von  Produkten  aus  den 
einfachen  Begriffen.  Die  einzelnen  Summanden,  welche 
also  die  Form  a  b  c  .  .  .  haben,  mögen  Haupt- 
summanden des  zusammengesetzten  Begriffs,  in  Bezug 
auf  die  Begriffe  a,  b,  c,  .  .  .  als  Elemente,  heissen. 

Anderseits  erhält  man  durch  wiederholte  Anwen- 
dung des  dualen  Gegenstücks  des  Distributionsgesetzes ") 
ein  Produkt  von  Summen  der  einfachen  Begrifie.  Die 
einzelnen  Summen ,  deren  Form  a  -j-  b  -]-  c  -|-  .  .  .  ist, 
sollen  entsprechend    Haupt factoren    des    zusammen- 


')  E.  Sduiider.    Operationskreis  des  Logikkalkuls.  Leipzig, 
1877.    S.  H. 

h  >u  a.  0.     (i".    S.  9. 

')  a.  a.  0.  Ü'.  S.  1»  (GeseU  von  rt-ircc). 
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gesetzten  Begriffs,  in  Bezug  auf  die  Elemente  a,  b,  c,  .  . 
genannt  werden. 

So  ist  z.  B.  der  zusammengesetzte  Begriff 
[a(b  +  c)  +  d]gh  +  k 
darstellbar  in  der  Summenform 

abgh-l-acgh-|-clgt-]-k 
und  in  der  Produkt  form 

(a  +  d  +  k)(b  +  c  +  d  +  k)(g  +  k)(h  +  k). 
Bei  der  Überführung  der  einen  Form  in  die  andere 
ist  das  Absorptionsgesetz   ')  zu  beachten. 

§  5. 
Die  fundamentalen  Relationen  zwischen  zwei 
einfachen  oder  zusammengesetzten  Begriffen  sind,  einer- 
seits die  Über-  bezw.  Unterordnung,  welche  darin  besteht, 
dass  die  Klasse  des  einen  Begriffs  vollständig  in  der 
des  anderen  enthalten  ist,  und  die  Gleichsetzung,  welche 
vollständige  Identität  der  beiden  Klassen  erfordert: 
anderseits  die  Verneinung  dieser  Relationen  d.  h.  die 
Behauptung,  dass  die  betreffende  Relation  nicht  zwischen 
den  Begriffen  statt  habe.  Nun  können  die  Üeber-  bezw. 
Unterordnungen,  mit  Hülfe  von  unbestimmten  Begriffen 
(s.  §  3),  in  Gleichungen,  also  deren  Negationen  in  Un- 
gleichungen verwandelt  werden,  indem  nämlich  der 
untergeordnete  Begriff  gleich  dem,  durch  einen  unbe- 
stimmten Begriff  determinierten,  übergeordneten  gesetzt 
werden  kann.  Diese  Reduktion  ist  schon  in  der  Logik 
eingebürgert  und  dadurch  alle  Relationen  auf  Gleich- 
ungen und  Ungleichungen  zurückgeführt.  Aber  auch 
die  Ungleichungen  lassen  sich  in  der  Logik,  ähnlich 
wie  in  der  Analysis,  vermittelst  Hülfsgrössen  in  Gleich- 
ungen verwandeln.  Von  dieser  Verwandlung  werden 
wir  in    dieser   Arbeit   ausgedehnten    Gebrauch   machen 

>)  a.  a.  0.  10.  S.  12. 
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Ihr  Vorteil  besteht  darin,    dass    man    dadurch    alle   Re- 
lationen auf  eine  einheitliche  Form  bringt. 

§  6. 

Ihrer  Leistung  nach  ist  die  Logik  eine  rein  ana- 
lytische Wissenschaft  d.  h.  sie  entwickelt,  wie  die  arith- 
metische Analysis,  aus  gegebenen  Beziehungen  andere, 
die  dem  Sinne  nach  schon  in  jenen  enthalten  waren, 
also  nur  der  Form  nach  neu  sind.  Dennoch  können 
die  neuen  Relationen  nicht  ohne  Gedankenarbeit  aus 
den  gegebenen  gewonnen  werden,  und  der  Zweck  der 
theoretischen  Logik  ist,  diese,  bei  ähnlichen  Aufgaben 
immer  wiederkehrende  Gedankenarbeit  ein  für  allemal 
zu  vollziehen,  dadurch  die  Denkkraft  zu  entlasten  und 
für  andere  Probleme  verfügbar  zu  machen.  —  Viele 
logische  Aufgaben  nun  kehren  so  häufig  wieder  und 
wir  haben  sie  daher  seit  unserer  Kindheit  schon  so  oft 
gelöst,  dass  wir  bei  ihnen  der  Unterstützung  durch  die 
theoretische  Logik  nicht  mehr  bedürfen.  Es  gibt  aber 
auch  Aufgaben,  und  wir  werden  deren  eine  in  §  42 
bringen,  welche  zu  lösen  jene  unbcwusst  erworbene 
Fertigkeit  nicht  ausreicht.  Hier  tritt  also  die  theo- 
retische Logik  in  ihr  Recht ,  auch  für  diejenigen ,  die 
das  Recht  derselben  allein  auf  praktische  Anwendungen 
gründen  wollen,  und  es  daher,  im  Hinblick  auf  jene 
einfachen  Aufgaben,  mit  denen  die  ältere  Logik  sich 
fast  ausschliesslich  beschäftigte,  bestreiten. 

Neben  der  Aufgabe,  aus  gegebenen  Prämissen  neue 
Sätze  abzuleiten,  hat  nun  die  Logik  noch  die  zweite, 
über  die  Richtigkeit  nnd  Falschheit  von  Ui'tcilen  und 
Systemen  von  Urteilen  EntscheidungiMi  zu  treffen.  Aus 
dem  analytischen  Charakter  der  Logik  folgt,  dass  diese 
Entscheidungen  sich  nur  auf  die  Vereinbarkeit  der 
Urteile  mit  anderen,  als  richtig  aiigeiu)inmenen,  beziehen 
können.     Auch  in  dieser  Beziehung  entspricht  ihr  Vcr- 
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mögen  ganz  dem  'der  Algebra,  Avelche  auch  nur  über 
die  Vereinbarkeit  mehrerer  Gleichungen,  nicht  aber 
über  die  Richtigkeit  einer  alleinstehenden  Gleichung  ein 
Urteil  hat. 

In  der  That  finden  wir,  dass,  um  den  Widerspruch 
bezvv.  die  Verträglichkeit  mehrerer  logischer  Sätze  con- 
statieren  zu  können,  besondere  Annahmen  allgemeinerer 
Art  gemacht  sein  müssen,  denn  ohne  Spruch  giebt 
es  keinen  Widerspruch.  Dies  ist  nicht  die  ge- 
wöhnliche Meinung,  welche  gerade  in  der  formalen  Logik 
die  Kriterien  des  Widerspruchs  sucht  und,  so  zu  sagen, 
an  einen  Widerspruch  an  sich  glaubt,  welche  in  einem 
Widerstreit  mit  den  Prinzipien  der  Logik  bestünde.  Es 
ist  daher  notwendig  auf  diesen  Punkt  etwas  näher 
einzugehen,  indem  wir  zeigen,  dass  ein  Widerspruch 
mit  den  rein  formalen  Prinzipien  der  Logik ')  überhaupt 
nicht  eintreten  kann.  Natürlich  handelt  es  sich  hier 
nicht  um  Verstösse  gegen  die  richtige  Anwendung  der 
Prinzipien,  also  subjective  Fehler,  welche  nur  durch  die 
nötige  Aufmerksamkeit  zu  beseitigen  sind,  sondern  um 
wirkliche  Unvereinbarkeiten  bei  vollständiger  Correctheit 
der  Schlüsse. 

Die  Gleichung  a  (b  +  c)  ==  a  -H  b  c  ist  scheinbar  mit 
dem  Distributionsgesetz  a  (b  -|-  c)  =  a  b  -f  a  c  in  Wider- 
spruch. Es  lassen  sich  jedoch  beide  Gleichungen  durch 
besondere  Werte  der  Begriffe  a,  b,  c  erfüllen.  Ist  nur 
a  -}-  b  -h  c  =  1  und  ä  -f-  b  -[-  c  =  1 2)  oder  specieller  a=0 
und  b  c  =  0,  so  sind  beide  Gleichungen  gleichzeitig 
befriedigt.  —  Ebensowenig  sind  die  beiden  Urteile: 
„a  ist  b"  und  „a  ist  nicht  b"  einander  notwendig  wider- 
sprechend, denn  aus  ihrer  symbolischen  Form  a=:vb. 


»)  Welche  a.  a.  0.  §  2  No.  1—7  niedergelegt  sind. 
^)  Die    überstrichenen    Symbole    bedeuten    die  Negationen 
der  durch  die  blossen  Symbole  bezeichneten  Begriffe. 
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a=:ub  ergiebt  sich  a  =  0,  ein  Resultat,  das  sich  vom 
formalen  Standpunkt  aus  gewiss  nicht  beanstanden  lässt 
und  auch  material  richtig  sein  kann. 

In  dieser  Weise  ist  jede  Gleichung  und  jedes  System 
von  Gleichungen  mindestens  durch  besondere  Werte  zu  er- 
füllen, so  lange  nicht  gewisse  Annahmen  gemacht  sind. 
Diese  sind  keine  formal  notwendigen.  Sie  sind  ver- 
schiedene für  die  verschiedenen  in  §  3  aufgestellten  Teile 
der  Logik  und  für  diese  charakteristisch.  Wir  kommen 
am  Schluss  auf  sie  zurück,  nachdem  wir  in  der  Ab- 
handlung weiteres  Material  gewonnen  haben  werden. 

§  '?. 

Im  Vorhergehenden  wurde  die  allgemeine  Aufgabe 
der  Logik  angegeben;  es  erübrigt  noch  einiges  über 
die  besondern  Aufgaben  der  vorliegenden  Arbeit  hinzu- 
zufügen. Im  Wesentlichen  besteht  sie  in  einer  Erwei- 
terung und  Verallgemeinerung  des  Problems  der  Syllo- 
gistik.  Während  der  syllogistische  Schluss  darin  besteht, 
dass  aus  zwei  Relationen  zwischen  je  zwei  Begriffen, 
von  denen  aber  der  eine  beiden  Relationen  gemeinsam 
ist,  durch  Elimination  dieses  gemeinsamen  Begriffes  eine 
neue  Relation  zwischen  den  anderen  beiden  hergestellt 
wird,  beschränken  wir  hier  weder  die  Anzahl  der  Re- 
lationen auf  zwei,  noch  die  der  darin  vorkommenden 
Begriffe,  sondern  stellen  ganz  allgemein  das  Problem, 
aus  einem  beliebigen  Systeme  von  Relationen  in  beliebig 
viehüi  Begriffen  durch  Elimination  eines  derselben,  eine 
neue  Relation  zwisclien  den  übrigen  herzustellen. 

Damit  in  engem  Zusammenhange  steht  ein  zweites 
Problem,  das  in  der  älteren  Logik  ebenfalls  nur  in  der 
denk})ar  cinfaclistcni  Form  als  Problem  der  sog.  Um- 
kehrung der  Urteile  vorkommt,  das  aber  in  allgemeinster 
Wcüsc  ausgesprochen  lautet:  aus  (änem  System  von 
Relationen  in  beliebig  vielen  Begriffen  einen    derselben 
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als  Funktion  der  übrigen  darzustellen,  mit  anderen 
Worten,  eine  Lösung  des  Systems  nach  einer  Unbe- 
kannten zu  suchen.  Von  besonderer  Wichtigkeit  ist  die 
Untersuchung,  wann  diese  Aufgabe  unlöslich,  also  ein 
Widerspruch  in  den  Prämissen  ist. 

Das  Problem  der  Elimination  in  seiner  vollen  All- 
gemeinheit ist  zuerst  von  Herrn  E.  Schröder  in  Angriff 
genommen  und  auch  für  ein  System  von  Grleichungen 
und  Ungleichungen  gelöst ,  soweit  nicht  Individuen 
in  Betracht  kommen.*)  In  diesem  Punkte  setzt  also 
gegenwärtige  Abhandlung  ein,  ohne  indessen  unmittel- 
bar an  die  Schröder 'sehen  Untersuchungen  anzu- 
knüpfen. Im  Interesse  einer  einheitlichen  Lösung,  be- 
sonders aber  wegen  der  Einführung  neuer  Methoden, 
wurde  das  Problem  noch  einmal  im  Ganzen  aufgefasst. 
Daraus  erwächst  dem  Leser  der  Vorteil,  dass  nur  die 
Kenntnis  der  Hauptsätze  aus  dem  citierten  „Operations- 
kreis des  Logikkalkuls"  vorausgesetzt  wird. 


I.  Die  allgememe  Logik. 

§  8. 
Die  allgemeine  Logik  (§  2)  ist  charakterisiert  durch 
die  einzige  Veraussetzung  (§  6) : 

1^=0^)  ^  _[1] 

in  Worten :  Der  Denkbereich  ist  nicht  als  leer  an- 
zunehmen. Denn  wenn  1==0  wäre,  so  müsste  jeder 
beliebige  Begriff  gleich  0  sein.  Alle  Gleichungen 
wären  dann  identisch  erfüllt,  und  daher  alles  Schliesseu 
illusorisch. 


^)  Mitgeteilt    auf  der  58.  Versammig.  deutscher  Naturf.  u. 
Aerzte  in  Strassburg.    1885.     Tageblatt  S.  353  flf. 
')  =1=  ist  das  Zeichen  für  „nicht  gleich." 
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Mit  der  Relation  [1]  steht  1  =  0  in  Widerspruch, 
und  es  ist  daher  jeder  Satz  falsch  und  jedes  System 
von  Sätzen  unverträglich,  wenn  man  daraus  die  Gleichung 
1  =  0  ableiten  kann.  In  der  allgemeinen  Logik  ist 
dieses  das  einzige  Kriterium  des  Widerspruchs. 

Falsch  ist  daher  die  Gleichung  a,  =  ä,  denn  durch 
Determination  beider  Seiten  durch  a  folgt  a  =  0,  durch 
ä  folgt  ä  =  0,  also  wäre  auch  a  -|-  ä  =  0  oder  1=0. 

Ein  Widerspruch  ist  in  dem  System 

ab=:0,  ab  =  0,  äb  =  0,  äb^O, 
denn  es  ergiebt  sich  darch  Addition 

ab-}-ab  +  äb-[-'"ib  =  0  oder  1  =  0. 

Ebenso  widerspricht  sich  das  System 
xa-J-xb^l  und  xä-|- xb  =  1, 
denn,  wenn  man  die  eine  Gleichung   durch  die   andere 
determiniert,  erhält  man 

(x  a  -|-  X  b)  (x  ä  +  X  b)  =:  1,  woraus  0=1  folgt. 

Dagegen  widersprechen  sich  in  der  allgemeinen 
Logik  nicht  die  schon  in  §  6  erwähnten  Sätze  a  =  vb, 
a  =  ub,  während  bei  spezielleren  Voraussetzungen  wohl 
ein  AViderspruch  zwischen  ihnen  bestehen  kann. 

§9. 

Sind  u  und  v  unbestimmte  Begriifc  (§  2j,  so  sind 
Gleichungen  von  der  Form 

a  +  u  =  l   und  av  =  0  \2] 

in  Bezug  auf  a  vollständig  nichtssagend,  denn,  was  auch 
a  sei,  immer  wird  es  ein  u  geben,  welches  a-f-u=l, 
und  ein  v,  W(;lche8  avr-^O  macht. 

Dies  ist,  wie  schon  hier  bemerkt  worden  kann, 
niclit  mehr  der  Fall,  wenn  u  nur  der  einen  Bedingung 
unterworf(!n  wäre,  eine  partiah;  Klasse  darzustellen,  im 
übrigen  aber  unbestimmt  ])liebc;  denn  es  wäre  dann 
die  Gleichung  a  +  u=l  niclit  für  jedes  a,  nämlich 
nicht  für  a  =  0  zu  erfüllen. 
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Nennen  wir  jetzt  eine  Relation  oder  ein  System 
von  solchen  einer  anderen  Relation  bezw.  einem  anderen 
Systeme  aequivalent,  wenn  mansie  wecliselsweise'aus 
einander  ableiten  kann,  so  gilt  der  Satz: 

Eine  Grleichung  von  der  Form 

(a  +  u)F  =  l  oder  av-{-G  =  0, 
wo  F  und  Gr  beliebige  einfache  oder  zusammengesetzte 
Begriffe,  ist  der  einfacheren  Gleichung 

F  =  l  bezw.  G  =  0  aequivalent. 

Denn  man  kann  bei  jeder  Gleichung  von  der  ersten 
einen  Faktor  a  -j-  u  and  bei  Gleichungen  von  der  zweiten 
Form  einen  Summanden  av  weglassen  oder  hinzufügen, 
ohne  den  Inhalt  der  Gleichungen  zu  ändern '),  da  das 
Hinzugefügte  oder  Weggelassene  keine  Aussage  enthält  [2]. 

Bei  dieser  Gelegenheit  sei  auch  auf  die  häufig  vor- 
kommenden Identitäten  von  der  Form  a  -|-  ä  -|-  b  =  1 
hingewiesen. 2)  Factoren  von  dieser  Form  können  immer, 
ohne  Aenderung  des  Inhalts  der  Relation,  hinzugefügt 
oder  gestrichen  werden,  und  es  ist  daher  z.  B.  a  c  -|- 
ä  +  b  =  c+ä  +  b,  wie  sich  ergiebt,  wenn  wir  die  linke 
Seite  in  Hauptfaktoren  zerlegen. 

Als  Beispiel  für  die  Anwendung  dieser  Sätze  möge 
die,  von  Boole^)  für  den  Ausdruck  des  particulären 
Urteils:  „Einige  a  sind  b"  gehaltene  Gleichung  va  =  vb 
dienen,  wo  v  ein  unbestimmter  Begriff.  Die  Gleichung  ist 
aequivalent  mit  (v  a  -|-  v  +  b)  (v  b  -J-  v  -f-  ä-)  =  1*),  also 
auch  mit  (a  -(-  IJ  +  v)  (b  -|-  ä  -|-  v)  =  1 .  Da  nun  offenbar 
v  in  demselben  Masse  unbestimmt  ist  wie  v,  so  können 
beide  Faktoren  links  fortgelassen  werden,  und  es  bleibt 
die    Identität    1  =  1.     Es    ist    also    in    Wahiheit    die 


1)  a.  a.  0.    16'  S.  IG. 
»)  a.  a    0.  8'  S,  11. 

^)  Boole.    An  invostigation  of  the  laws  of  thoiiglit.  London 
u.  Cambridge  1854. 

*)  Schröder,    a.  a.  0.  IT  S.  17. 
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Gleichung  v  a  =  v  b  überhaupt  nichtssagend ,  wenn  v 
völlig,  unbestimmt  ist.  Ist  aber  v  ein  realer  Begriff, 
während  er  im  übrigen  unbestimmt  bleiben  kann,  so 
hat  die  Gleichung  einen  bestimmten,  später  (§  19)  zu 
erörternden  Sinn. 

§  10. 

Jede  logische  Gleichung  kann  auf  die  aequivalente 
Form  f  =  1  gebracht  werden.*)  Enthält  f  den  Begriff  x, 
so  kann  man  f  nach  diesem  Begriff"  in  g  x  -}-  h  x  ent- 
wickeln*), so  dass  die  allgemeine  Form  der  Gleichung 
gx-j-hx=l  wird. 

Mit  dieser  Gleichungsform  kann  aber  immer  eine 
sehr  zweckmässige  Umformung  vorgenommen  werden. 
Im  Allgemeinen  wird  nicht  gh  =  0  sein.  Schreiben  wir 
für  g  X  -j-  h  X  =  1 

(h4-h)gx  +  (g  +  g)hx=l 
oder,  was  dasselbe, 

ghx-fghx-f  gh=l, 
so    haben    wir    eine    Gleichungsform,    in    der    die    drei 
Coefficienten  g  h,  g  h,  g  h  sich  gegenseitig  ausschliessen, 
d.  h.  durcheinander  determiniert,  das  Produkt  0  geben. 

Wir  wollen    diese   Form   der   Gleichung    allgemein 

ax-j-hx-|-c  =  l  [3] 

schreiben    und    sie    die    Normal  form    der    logischen 

Gleichung  nennen.    Ihre  Coefficienten  genügen  also  den 

Bedingungen 

a  b  =  a  c  =  b  c  =  0.  [4] 

Hat  die  Gleichung  die  Form  dx-|-ex-|-  ^=^,  ohne 
dass  die  Bedingungen  bezüglich  der  Coefficienten  erfüllt 
wären ,  so  bringt  man  sie,  indem  man  f  mit  x  -j-  x 
determinieit,  zunächst  auf  die  Form  (d-j-f)  x-f-(e-|-f)  X=l, 
woraus  dann,  wie  oben,  sich  die  Normalform 

')  Schröder,    a.  a.  O.    17'  S.  17. 
*)  a.  a.  O    14»  S.  14. 
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defx  +  defx-f  de  +  f=l 
ergiebt.  —  Ist  nur  d  e  nicht  gleich  0,  dagegen  d  f  =  e  f  =  0 
erfüllt,  so  genügt  es  zu  schreiben  dex-j-dex-j-de-f-  f=l, 
und  wenn  endlich  nur  df  bezw.  ef  nicht  0  ist,  sind 
fdx-[-e^-l-f=l  bezw.  d  x  -}-  f  e  x  -|-  f  =  1  die  Normal- 
formen. Dass  alle  diese  verschiedenen  Formen  aequivalent 
sind,  ergiebt  sich  leicht  aus  den  Bemerkungen  des  vorigen 
Paragraphen. 

§  11. 

Aus  einer  Gleichung  von  der  Form  [3]  x  elimi- 
nieren heisst  aus  ihr  eine  Relation  ableiten,  welche  nur 
die  Coefficienten  a,  b,  c  enthält.  Diese  neue  Relation 
nennen  wir  das  Eliminationsresultat  oder  die 
Resultante  von  [3]. 

Unter  der  Lösung  der  Gleichung  verstehen  wir 
eine  Funktion  der  Coefficienten  der  Gleichung  von  der 
Art,  dass  sie  für  x  in  die  Gleichung  eingesetzt,  aus  ihr 
die  Resultante  hervorgehen  lässt. 

Es  sind  aber  zwei  Arten  von  Lösungen  zu  unter- 
scheiden. Von  der  ersten  Art  hat  jede  Gleichung  nur 
eine,  welche  wir  die  allgemeine  Lösung  nennen 
wollen.  Sie  hat  die  Eigenschaft,  dass  sie  gleich  x  ge- 
setzt, zusammen  mit  der  Resultante  ein  System  bildet, 
welches  der  Gleichung  aequivalent  ist.  Ferner  ent- 
hält sie  im  Allgemeinen,  ausser  den  Coefficienten  der 
Gleichung,  noch  einen  unbestimmten  Begriff. 

Ist  dieses  der  Fall,  so  giebt  es  noch  besondere 
Lösungen,  welche  aus  der  allgemeinen  dadurch  her- 
vorgehen, dass  man  dem  unbestimmten  Begriff  eine 
bestimmte  Bedeutung  willkürlich  beilegt.  Eine  besondere 
Lösung  ist  nicht,  wie  die  allgemeine,  verbunden  mit  der 
Resultante,  der  Gleichung  aequivalent,  vielmehr  ist  dieses 
System  einer  spezielleren  Gleichung  aequivalent,  welche 
mehr  aussagt  als  die  gegebene.  Die  besonderen  Lösungen 
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sind  daher  nur  insofern  Lösungen  der  Grieichung,  als 
sie  zu  den  möglichen  Formen  gehören,  welche  die 
allgemeine  Lösung  annehmen  könnte,  wenn  weitere  Data 
hinzukämen. 

Es  giebt  nun  auch  Gleichuugen,  deren  Resultante 
eine  Identität  ist,  oder  die,  wie  man  auch  sagen  kann, 
keine  Resultante  haben.  Dann  ist  die  allgemeine  Lösung 
für  sich  der  Gleichung  aequivalent. 

Gleichungen  dieser  Art  stellen  die  elementare  Form 
der  Gleichungen  dar,  auf  deren  Lösung  sich  die  der 
übrigen  zurückführen  lässt. 

§  12. 
Zerlegen  wir  die  linke  Seite  von  [3]  in  ihre  Haupt- 
faktoren (§  4),  so  erhalten  wir 

(a4- b  4- c)  (x-f  b -f  c)  (x-j- a  +  c)  =  1 
und  aus  dieser  Form  folgt  unmittelbar  ^)  die  Aequivalenz 
von  [3]  mit  dem  System 

a-[-b-|-c  =  l,  [5a] 

x-j-b  +  c  =  l  ,  x  +  a  +  c  =  l  [öbi 

Hierin  ist  die  Gleichung  [5a]  die  gesuchte  Resul- 
tante. Aus  ihr  und  den  Beziehungen  [4],  für  die 
man  auch  setzen  kann 

a(b  +  c)  =  0,  b(a  +  c)  =  0,  c(a-|-b)=0, 
ergiebt  sich 

a=:bc  ,  b  =äc  ,  c=:äb  [6] 

nach  dem  Satze,  dass  aus  h-j-k=:l  und  hk  =  0 
h  =  k  folgt.2) 

§  13. 
Die    Gleichungen   [5b]    sollen    uns   jetzt    zur    Auf- 
findung der    allgemeinen    Lösung    von    [3]    dienen.     Es 

')  a.  a.  0.^6_;  S.  16. 

*)  Beweis :  h  k  =^  0  und  li  k  =  0,  also  li  k  -}-  li  k  =  0,  woraus 
nach  Schröflcr,  a.  a.  0.  17",  h  =  k. 
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sind  Elementargleichungen  d.  h.  sie  haben  keine 
Resultante  (§  11)  und  ihre  allgemeine  Lösung  ist  daher 
ihnen  selbst  aequivalent. 

Wir  wollen  die  Elementargleichung  allgemein  in 
der  Form 

x+d=i        _  m 

schreiben.     Ihre  allgemeine  Lösung  ist 

X  =  d  +  Y  '  _[8] 

WO  V  ein  unbestimmter  Begriff  ist.  Dass  es  die  all- 
gemeine Lösung,  geht  daraus  hervor,  dass  sie,  erstens, 
in  [7]  eingesetzt  diese  identisch  befriedigt,  zweitens, 
mit  [7]  aequivalent  ist.  Sie  ist  nämlich  zunächst  mit 
(x  -}-  d  v)  (x  -{-  d  -[-  v)  =  1  oder,  in  Hauptfaktoren  zerlegt, 
mit  (x  -|-  d)  (x  -[-  v)  (x  H-  d  -|-  v)  =  1  aequivalent.  Diese 
zerfällt  aber  in  drei  Gleichungen  x  -j-  d  =  1,  x  -|-  v  =  1, 
x-)-d-}-v  =  l,  wovon  die  letzten  beiden  nichtssagend 
sind  [2],  also  ohne  Beeinträchtigung  des  Inhalts  weg- 
gelassen werden  können.  Es  bleibt  also  nur  x  -j-  d  =  1 , 
was  zu  beweisen  war. 

BesondereLösungen  von  [7]  sind  x -=  d,  (v ^ 0) 
und  x=l,  (v  =  l),  deren  erste  einer  inhaltsvolleren 
Gleichung  als  die  gegebene,  nämlich  (x  -f-  d)  (x  -[-  d)  =  1 
aequivalent  ist,  da  sie  nicht  nur  x  -|-  d  =  1 ,  sondern  auch 
X  -[-  d  =  1  befriedigt.  Die  zweite  ist  nur  sich  selbst 
aequivalent. 

Die  allgemeinen  Lösungen  der  Gleichungen  [5  b] 
sind  darnach  Xi  =  b  c  -|-  u  und  Xg  =  ä  c  -f-  v,  wo  u  und 
v  unbestimmte  Begriffe. 

Die  allgemeine  Lösung  von  [3]  ist  nun  offenbar  die 
gemeinsame  Lösung  des  Systems  [5b].  Sollten  daher 
Xi  und  x^  Lösungen  von  [3]  darstellen ,  so  müsste 
Xi=X2  sein.  Das  aber  ist  durch  Specialisierung  von 
u  und  V  zu  erreichen. 

Setzen  wir  nämlich  x  =  Xi  =--  X2  so  haben  wir  einer- 
seits x  =  bc-f-u=:a-|-u  (nach  [6]) 

2* 
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anderseits  x  =  (a  -}-  c)  v,  also  (a  -|-  c)  v  =  a  -j-  u,  imd 
daraus  folgt,  durch  Determination  mit  a  -^  c  auf  beiden 
Seiten,  (a  -|-  c)  v  =  (a  -|-  u)  (a  -[-  c)  =  a  ~[-  u  c. 

Es  ergiebt  sich  somit 

X  :=  a  -|-  u  c  [9aJ 

als  allgemeine  Lösung  von  [3]. 

Durch  Negation  findet  man  x  =  ä  ü  -j-  ü  c,  woraus 
mit  Rücksicht  auf  [6],  x  =  (b  -(-  c)  ü  -j-  b  oder 

X  =  b  +  ü  c  [9  b] 

hervorgeht,  eine  Gleichung  die  ebenfalls  die  allgemeine 
Lösung  von  [3]  nur  in  anderer  Form  darstellt. 

Da  ferner  durch  Addition  von  [9  a]  und  [9  b]  sich 
die  Resultante  [5  a]  ergiebt,  so  kann  man  den  Satz  aus- 
sprechen, dass  von  diesen  drei  Gleichungen  sich  immer  die 
eine  aus  den  anderen  beiden  ableiten  lässt,  und  dass  daher 
je  zwei  beliebige  von  ihnen  der  gegebenen  Gleichung  [3] 
aequivalent  sind.  Besondere  Lösungen  von  [3]  sind 
x  =  a  ,  x  =  b-j-c,  (u  =  0  oder  u  =  a) 
x:^a-{-c,  xr=b         ,  (ü  ==0  oder  ii  =  b) 

Eine  Gleichung  von  der  Normalform  a  x-|- b  x=l 
hat  also  keine  besonderen  Lösungen,  sondern  nur  die 
allgemeine  Lösung  x  =  a  oder  x  =  b,    (b  =  ä).  — 

§  14. 

Nunmehr  können  wir  die  in  §  7  gestellten  Auf- 
gaben, in  Bezug  auf  ein  System  von  Gleichungen,  deren 
Coefficienten  sämtlich  bestimmte  Begriffe  sind,  voll- 
ständig lösen.  Wir  wollen  solche  Gleichungen  mit  lauter 
bestimmten  Coefficienten  (im  Gegensatz  zu  den  später 
zu  definierenden  particulären  Gleichungen)  universale 
Gleichungen  nennen,  weil  die  univ(Tsalen  Urteile 
der  älteren  Logik  spezielle  Fälle  derselben  sind. 

Das  System  sei 

ajX  -j-  bj  x-j-  Cj  =  1 

Un  X  -j  -  b„  X  -)-  C„  rr=  L 
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Alle  Gleichungen  haben  die  Normalform.  Die  ein- 
zelnen Gleichungen  nennen  wir,  in  Bezug  auf  die  aus 
dem  System  zu  ziehenden  Schlüsse,  Prämissen. 

Mit  dem  System  aequivalent  ist  die  Gleichung 
(a^x-fb,x  +  Cj)(a2xH-b2X-|-C2)...(anX  +  b^x+Cn)=l 
welche  die  Aequivalente  des   Systems   heissen    soll 
Entwickeln  wir  die  linke  Seite   nach  x  nach  dem  Satz 
f(^x)  =  f(l)x-ff(0)x^)  so  nimmt  sie  die  Form 
(a,  +  c,)  (a,  +C3)  .  .  .  faa+Cn)  x-f- 
(b^_|-Cj)(b2  +  0.  ..(b,  +  c,)x=l  piq 

an,  und  giebt  man  hierin  den  Coeflficienten  von  x  und 
X  die  Summenibrm  (§  4),  so  erhält  man 
(a,a....an4-a^a2...Cn+...  +  ajC2...cJx  + 

(bX-bn+b^b,...Cn+...+bjC.3...Cn)x  +  C^C2...Cn=l,Jir| 

welches  die  Normalform  der  Aequivalente  ist,  denn 
es  schliesst  jeder  Hauptsummand  eines  Coefficienten 
jeden  des  anderen  aus.  Sie  sei  in  Zukunft  kurz 
Ax-[-Bx-|-C  =  l  geschrieben.  [^^'l 

Die  Resultante  des  Systems  oder  die  Conclusion, 
wie  wir  sie  mit  Anlehnung  an  die  Syllogistik  nennen 
wollen,  erhält  man  in  der  Summenform  aus  [11].  Wir 
werden  später  in  einer  anderen  Form  von  ihr  Gebrauch 
machen,  die  wir  aus  [10]  ableiten.  Zunächst  ergiebt 
sich  aus  [10] 

(a,+Ci)  (a2+Cp...(an+C„)  +  (b^+C  J  (b,+C2)...(bn+  Cn)=  1 

und  daraus  die  Produktform 

(a^  4.  bj  +  Cj)  (aa  +  b-,  -j-  c.,i  .  .  .  (a«  +  b„  -f  c„) 
(«1  +  b,  +  Cj  +  c, )  (a,  +  b^  +  c,  -f  c,)^ 

(aj  '-f'bn  +  Cj  -f  c„)  (a„  -f  b^  -f  c^  +  Cn) 
(a^  -i-  bn  +  Ca  +  Cn)  (an  -f-  ba  +  C2  +  c„)  . . .  =  1.  _ 
Fasst    man    hierin    die  Hauptfaktoren    des  zweiten 
Teiles  paarweis  zusammen  (nach  dem  Satz  von  Peirce) 
und  berücksichtigt  dabei,  dass,  wegen   der  Normalform 

1)  a.  a.  0.  S.  15. 
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der  Prämissen,  das  Produkt  aus  Begriffen  mit  gleichem 
Index  immer  0  ist,  so  erhält  man 

K  +  b,  +  cj  (a,  +  b3  +  c,)  .  .  .  (an  +  b,  +  c„)  [1^ 
(a^a^-fb^b^+Cj-f  Ca)  .  .. 
(a^an  +  b^bn  +  c^  +  c„;  (a^an  +  b.bn  -f  c^  -f  c^j  .  .  .  ==  1. 
Die    allgemeine    Lösung    des   Systems    erhält    man 
nach  [9]  aus  [IV]:  x  =  A  +  uC  oder  x  =  B+üC. 

§  i5. 

Ein  Widerspruch  in  den  Prämissen  muss  sich 
in  der  Aequivalente  Ax-|-Bx-f-C==l  des  Systems 
zeigen,  indem  diese  die  [1]  widersprechende  Form  0=1 
annimmt.  Es  muss  dann  *)  Ax=0,  Bx=:0,  C  =  0 
sein.     Nun  ist  nach  [9] 

Ax  =  A(A  +  uC)  =  A,    Bx  =  B(B  +  iiC)  =  B, 
also    können    A  x   und    B  x   nur  dann  0  werden,  wenn 
A  =  0   und   B  =  0  ist.     Eine   hinreichende    Bedingung 
für  einen  Widerspruch  in  den  Prämissen  ist  daher 

A  +  B  +  C  =  0.  \_i3] 

Anders  ausgedrückt:  Nimmt  die  Conclusion  die  Form 
0=1  an ,  so  ist  ein  Widerspruch  in  den  Prämissen 
vorhanden. 

Die  Bedingung  [13]  ist  aber  auch  eine  notwendige 
Bedingung  des  Widerspruchs,  wenn  keinerlei  Bestimm- 
ungen über  die  Klassen  der  vorkommenden  Begriffe 
gegeben  sind,  denn  0  =  1  ist  dann  der  einzige  mögliche 
Widerspruch,  und  er  muss  sich  in  der  Aequivalente 
also  auch  in  der  Conclusion  kund  thun. 

Sind  dagegen  über  die  Klassen  Voraussetzungen 
gemacht,  so  kann  der  AViderspruch  auch  andere  Formen 
annehmen,  welche  im  Folgenden  in  Erwägung  zu  ziehen 
sein  werden. 

»)  a.  a.  0.  IG«. 
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II.  Die  Logik  der  realen  und  partialen 
Klassen. 

§  16. 

Die  Logik  der  realen  (und  partialen)  Klassen  hat  zu 
ihrem  hauptsächlichsten  Inhalt  die  Lehre  von  den  par- 
ticulären  Urteilen  im  weiteren  Sinne.  Der  Zusammen- 
hang zwischen  realen  Klassen  und  particulären  Urteilen 
lässt  sich  vorläufig  an  dem  gewöhnlichen  particulären 
Urteil  „Einige  a  sind  b"  aufzeigen.  Gilt  nämlich  dieser 
Satz  und  folglich  auch  der  gleichbedeutende  „Einige 
b  sind  a",  so  ist  klar,  dass  dann  weder  a  noch  b  eine 
leere  Klasse  bedeuten  kann;  denn  wäre  a  =  0,  so  wäre 
kein  a  ein  b.  Das  Urteil  schliesst  also  immer  die  Be- 
hauptung ein,  dass  a  und  b  reale  Klassen  seien. 

Die  symbolische  Darstellung  dieses  einfachsten  par- 
ticulären Urteils  ist  ab=|=0,  denn  da  es  bedeutet:  Es 
giebt  a,  welche  b  sind ,  so  ist  es  die  Verneinung  von 
a  b=0,  welches  besagt,  dass  es  keine  a  giebt,  welche  b  sind. 

So  wie  man  nun  jede  arithmetische  Ungleichung 
z.  B.  a  <<  0  durch  Einführung  der  Hülfsgrösse  e  <;  0 
in  die  Gleichung  a  =  e  verwandeln  kann,  so  kann  man 
auch  die  logische  Ungleichung  a  b  =j=:  0  als  Gleichung 
a  b  =  r  schreiben,  wenn  hinzugefügt  wird,  dass  der  Be- 
griff r  ein  realer,  also  r  =|=  0  sei.  Man  kann  dann  rück- 
wärts, indem  man  ab  für  r  setzt,  jederzeit  wieder  die 
ursprüngliche  Form  herstellen.  Auch  in  Worten  lässt 
sich  diese  Umformung  nachahmen:  ab=|=0  laute:  „das 
Produkt  a  b  ist  nicht  0",  so  ist  a  b  =  r,  r  =|=  0  auszu- 
drücken:  „das  Produkt  ab  ist  gleich  einem  Begriff, 
welcher  nicht  0  ist." 
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Die  an  diesem  speziellen  Fall  vorgenommene  Um- 
schreibung soll  jetzt  allgemein  durchgeführt  werden^  und 
um  nicht  immer  die  Hülfsrelationen  r  =|=  0  oder  p  =1=  1 
anschreiben  zu  müssen,  wollen  wir  die  realen  Begriffe 
durch  Doppelpunkt  (ä)  über  dem  Begriffsymbol  und 
die  partialen  durch  ein  darübergesetztes  Dach  (ä) 
kenntlich  machen. 

§  17. 

Nach  Einführung  dieser  Bezeichnung  können  wir 
nun  den,  für  diesen  Theil  der  Logik  charakteristischen 
Satz  des  Widerspruchs  folgendermassen  formulieren : 

Ein  System  von  Sätzen,  dessen  Aequivalente  die  Form 
üz=0  oder  u=l  |14] 

annimmt,    enthält    einen    Widerspruch,    denn   nach   der 
Definition  ist  ü=|=0  und  ü=|=l. 

Daneben  bleibt  auch  die  Festsetzung  [1]  hier,  wie 
überhaupt  für  die  ganze  Logik,  gültig. 

In  der  allgemeinen  widersprechen  sich,  wie  schon 
früher  (§  8)  erwähnt  wurde,  die  Sätze  a^vb  und  a  =  ub 
nicht.  Bezeichnet  aber  a  eine  reale  Klasse,  so  folgt  aus 
ä  =  V  b  und  ä  =  u  b  der  Widerspruch  ä  ==  0.  Von  den 
beiden  zusammengesetzten  Begriffen  ab  und  ab  muss 
daher  mindestens  der  eine  real  sein.  Es  kann  nicht 
zugleich  äb  =  0  und  äb=:0  sein.  Dagegen  können 
wohl  äb  =  ü  und  gleichzeitig  äb3=v  d.  h.  beide  real 
sein.  Wir  erwähnen  dieses  ausdrücklich,  weil  das  der 
Punkt  ist,  in  dem  sich  die  Logik  der  realen  Klassen 
von  der,  im  folgenden  Kapitel  zu  behandelnden  Logik 
der  Lidividuen  unterscheidet. 

Aus  den  Definitionen  ü— ]— 0  und  ü:=|=l   folgt: 
ü=  ü  und  ü  =  ü; 
denn    wäre   ü=l    oder   ü:^=0,    so    niüsste  ü==0   und 
ü=l   sein.     Die  Negation  einer  realen  Klasse    ist  also 
eine  jiartialc  und   umgekehrt. 
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Zur  Vereinfachung  der  Bezeichnung  wollen  wir  die 
Doppelzeichen  mit  einander  verschmelzen  lassen  und  die 
Negation  von  ü  einfach  durch  ü,  und  die  von  u  durch  ü 
darstellen.  Ist  also  a  =  ü,  so  ist  ä  =  ü,  und  ista=u., 
so  ist  ä  =  ü. 

§  18. 
Was  auch  x  sei,  es  ist  immer 

x-|-ä  =  ü  [15] 

d.  h.  die  Summe  aus  einem  beliebigen  Begriff  und  einem 
realen  ist  immer  ein  Reale ;   denn,   wäre  x  -|-  ä  =  0,    so 
müsste  ä  =  0  sein,  was  ein  Widerspruch. 
Ebenso  ist 

xa  =  ü  [15^] 

d.  h.  das  Produkt  aus  einem  beliebigen  und  einem 
partialen  Begriff  ist  ein  Partialc. 

Als  besondere  Fälle  ergeben  sich  daraus 
ä-|-b=ü  ,  ä-|-b  =  ü. 

ab  =  ü  ,  ab  =ü 

einerlei  was  a  und  b  ist. 

Dagegen  ist  die  Summe  ä  -f-  b  und  das  Produkt 
ä  b  unbestimmt  in  Bezug  auf  die  Klasse;  sie  kann  so- 
wohl 0  als  auch  1  sein. 

Für  unbestimmte  Begriffe  gilt  daher 

ü-(-v=iw      und     üvr=y  [16J 

wo  w  und  y  vollständig  unbestimmte  Begriffe  dar- 
stellen. D.  h.  die  Summe  von  zwei  unbestimmten  Be- 
griffen mit  partialen  Klassen  und  das  Produkt  aus  zwei 
unbestimmten  Begriffen  mit  realen  Klassen  ist  ein  absolut 
unbestimmter  Begriff.  (§§  2,  3.) 

Die  Umkehrung  von  fl5]  ist:  [17] 

Wenn  a  -|-  b  =  ü  ist,  so  kann  nicht  zugleich  a  =  0 

und  b=0  sein,    denn    es   wäre    dann   auch  a-|-b  =  0. 

Und   wenn  a  b  :=:  ü,    so    ist    mindestens    eine    von    den 

Klassen  a  und  b  eine  partiale,  sonst  wäre  ab=l. 
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Wenn  a-|-b  =  l,  und  es  ist  a  =  ii,  so  ist  [18] 
b=v5  denn,  wäre  b  =  0,  so  müsste  a  =  ü=l  sein, 
Avas  ein  Widerspruch. 

Wenn  ab=:0  ist,  und  a  =  ü,  so  ist  b  =  v,  [18^J 
Avie  ebenso  zu  beweisen. 

Man  kann  diese  wichtigen  Sätze  auch  direct  be- 
weisen : 

Aus  ä  -f-  b  =  1  folgt  nämlich  nach  [8]  b  =  ä  -|-  u 
=  V  nach  [15],  und  ähnlich  aus  ä  b  =0  oder  ä  -|-b  ::=  1, 
b  =  ä  -|-  V  also  b  :=  ä  V  =  u  nach  [15^]. 

Aus  a-j-b  =  u  folgt  a  =  v,  b  =  w,  [19] 

denn,  wäre  a  oder  b  gleich  1,  so  müsste  auch  a-|-b  =  l  sein 

Ebenso  folgt  aus  ab  =  ü,  a=:v,   b  ^  w,  [19^] 

was  analog  zu  beweisen. 

§  19. 

Mit  dem  Urteil  F  =r=  w  ist  aequivalent 

Fü  =  0  oder  F+ü=l  _[20] 

denn  diese  Formen  sind  Elementargleichungen  in  Bezug 
auf  F  also  nach  §  12  aequivalent  mit  ilirer  Lösung 
F::^ü4-v   oder  F  .=  w. 

Diesem  entspricht  dual  der  Satz:  [^0^] 

G  =  w,  G  -j-  ü  =  1  und  G  ü  =  0  sind  aequivalente 
Urteile. 

Diese  Sätze  erlauben  uns  also  jede  Ungleichung 
auf  die  Form  einer  Gleichung  zu  bringen,  deren  eine 
Seite  1  oder  0  ist.  Das  gewöhnliche  particuläre  Urteil. 
ab  =  ü  z.  B.  kann  nach  [20]  geschrieben  werden 
ab-|-v  =  l  oder  (ä-}-b)v=0. 

Wir  werden  nun  mit  der  allgemcimni  Ungleichung 
F  (x)  1=  0  regelmässig  folgende  Umformungen  vor- 
nehmen. —  Zunächst  verwandeln  wir  sie  in  die  Glei- 
chung F(x)=v.  Diese  bringen  wir  dann  auf  die 
Form  F(x)-|-ü-^l,  und  endlich  entwickeln  wir  F  (x) 
in  px-|-qx.  —  Die  allgemeine  Form  wird  also 
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px-|-qx+u=l,  211 

worin  ohne  weiteres 

pq  =  0  IUI 

anzunehmen  ist.     Wäre  nämlich  p  q=.V,  so  ersieht  man 

aus  pqx4-pq^  +  Pq  +  ^  =  l'  ™  Tnf'J  ^ 
schreiben  kann,  dass  in  diesem  Falle  die  Gleichung 
für  jedes  beliebige  x  erfüllt  wäre,  also  über  x  gar 
keine  Aussage  enthielte.  Denn  die  Richtigkeit  der 
Gleichung  hängt  dann  gar  nicht  vom  Werte  von 
p  qx-f  p  qx  ab,  welcher  sowohl  0  als  auch  1  sem  kann, 
ohne  dass  die  Gleichung  falsch  würde. 

Jede  Ungleichung,  welche  eine  Aussage  über  den 
Begriff  X  enthält,  nimmt  also  die  Form  [21J  an  und 
erfüllt  zugleich  [22].  Da  aber  nicht  die  Produkte  pu 
und  qu  gleich  0  sind,  so  ist  [21]  noch  nicht  die  Nor- 
malform.    Diese  müsste 

üpx-|-üqx4-ü=^l  23] 

geschrieben  werden. 

Alle  Gleichungen,  die  aus  Ungleichungen  entstanden 
sind,  und  die  sich  den  universalen  Gleichungen  gegen- 
über (§  14)  durch  das  Auftreten  des  unbestimmten 
Coefficienten  kenntlich  macheu,  seien  particuläre 
genannt.  — 

Die  wesentlich  verschiedenen  Formen  particulärer 
Sätze  zwischen  zwei  Begriffen   sind  folgende  drei: 

1)  ab+ab  +  rib  =  ü  oder    a  +  b  _  =u- 

2)ab  +  rib  =ü  oder  (a  +  b)(ri-f  b)  =ü. 

3>)  ab  =ü  oder  (a  +  b)(a +  b)  (ä  +  b)  =  u. 

Eine  noch  mögliche  vierte  Form  ab  +  ab-f- ä  b -[- 
ä  b  =  ü  rcduciert  sich  auf  die  blosse  Identität  1  =  ü. 
Ferner  bedeutet  ab-f  ab  =  ü  nur  a  =  ü,  enthält  also 
nur  scheinbar  zwei  Begriffe. 
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Das  Urteil  der  ersten  Art  bedeutet,  wie  aus  der 
Form  a -|-b  =  ü  nach  [17]  hervorgeht,  dass  nicht  a  und 
b  zugleich  0  sind  und  wäre  etwa  zu  übersetzen:  Von 
den  Begriffen  a  und  b  ist  mindestens  der  eine  real, 
oder:  Es  gibt  entweder  a  oder  b  oder  beides. 

Das  Urteil  der  zweiten  Art  ist  gleichbedeutend 
mit  der  Ungleichung  a  =|=  b,  denn  es  ist  a  =  b  aequi- 
valent  a  b  -|-  ä  b  ^  0,  also  a  =|=  b  aequivalent  a  b  -}-  ä  b 
=1=0,  da  die  Verneinungen  aequivalenter  Gleichungen 
aequivalent  sind.^)  Es  sei  an  dieser  Stelle  darauf  hin- 
gCAviesen,  dass  man  mit  Ungleichungen  nicht  etwa  wie 
mit  Gleichungen  verfahren  kann,  und  aus  a  =\—  b,  durch 
Addition  von  b  auf  beiden  Seiten,  schliessen  dass 
a-|-b=[=l  sei,  denn  in  der  Logik  gilt  nicht  das  Ax- 
iom: Gleiches  zu  Ungleichem  addiert  giebt  Ungleiches. 
Es  kann  auch  Gleiches  geben,  wie  schon  daraus  hervor- 
geht, dass  1  zu  beiden  Seiten  von  a  =]—  b  addiert,  diese 
gleich  macht.  —  Nunmehr  sind  wir  auch  im  Stande, 
die  in  §  9  aufgeworfene  Frage  nach  dem  Sinn  von 
ü  a  ==  ü  b  zu  beantworten.  Die  Gleichung  ist  aequivalent 
mit  üab -}- Jilj  +  i^i  =  l  oder  (nach  §  9)  a  b -|- ä b  4"  i^i- 
=  1,  also  mit  einem  particulären  Urteil  der  zweiten 
Art,  und  daher  zu  übersetzen  :  Es  ist  nicht  a  =  b. 

Das  Urteil  der  dritten  Art  ist  das  schon  bespro- 
chene gewöhnliche  particuläre  Urteil:  Einige  a  sind  b. 
Das  Einige  in  diesem  Satze  bedeutet:  Einige  viel- 
leicht alle,  denn  durch  a  b  =ü  ist  nicht  ausgeschlossen, 
dass  ü  =  a  oder  ü  =  b  sei,  also  a  1)  =  a  oder  a  b  =  b. 
Will  man  den  Satz:  Einige,  nicht  alle  a  sind  b, 
ausdrücken,  so  sind  dazu  zwei  Urteile  von  der  dritten 
Art  notwendiür.      Der  Satz  bedeutet  nämlich:    Es  giebt 


')  l^ieser  Satz  ist  chiG  Ucbertragun^?  des  Theorems :  Wenn 
X  =  y,  ist  X  =  y,  auf  den  Fall  wo  x  und  y  Siltze  oder  Gleichutif^en 
bedeuten.     Eine  solche  IJebertnigung  i«t  iillgeniein  möglich. 
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a,  welche  b  sind  und  es  giebt  solche^  die  nicht  b  sind, 
also  in  Gleichungen:  ab  =  ü  und  ab  =  v,  oder  in  eine 
verschmolzen  (a  b  -|-  u)  (a  b  -|-  v)  =  1.  In  dem  von  Herrn 
Frege^)  erfundenen  Algorithmus  der  Logik  ist  das 
„Einige,  nicht  alle"  als  das  Elementare  behandelt,  was 
jedoch  weniger  zweckmässig  zu  sein  scheint. 

Einen  Satz  von  der  zweiten  Art  kann  man  immer 
in  zwei  von  der  ersten  Art  zerlegen,  nach  [19'].  Man 
kann  aber  nicht  umgekehrt  aus  a  -|-  b  =  v  und  n  -j-  b  =  iv 
(a -j-b)(ä-|-b)  =  ü  zusammensetzen,  denn  nach  [16]  ist 
V  w  unbestimmt.  Dasselbe  gilt  von  der  Zerlegbarkeit 
eines  Satzes  der  dritten  Art  in  drei  von,  der  ersten  Art 
und  der  Zusammensetzung  aus  diesen. 

Zwei  Begriffe  a  und  b  heissen  contradictorisch, 
wenn  a-|-b  =  l  und  ab^--0  ist.  Sie  heissen  conträr, 
wenn  a-|-b  =  uund  ab  =  Oist.  Subconträr  werden 
sie  genannt  wenn  von  ihnen  die  Gleichungen  a+b^l 
und  ab  =  ü  gelten. 2)  Das  contradictorische  Verhältnis 
wird  auch  durch  a=b  ausgedrückt.^)  — 

§  20. 
Die  Resultante    der  particulären   Gleichung   [21] 
ist  nach  [5  a] 

p  +  q  +  ^^i- 

Die  allgemeine  Lösung  muss  man  aus  der  Form 
|23|  ableiten.     Sie  ist 

X  =  ü  p  -|-  V  ü  oder  x  =:  ü  q  -f  ^'  ^  [24] 

Daraus   ergiebt  sich,    dass   ü   folgender  Bedingung    ge- 
nügen muss: 


»)  Frege.     Begriffsschrift.     Halle  a.  S.  1879.  §  11. 

»)  In  Ueberweg,  System  der  Logik.  4.  Aufl.  Bonn  1874. 
§  72  werden  diese  Bezeichnungen  nur  auf  die  entsprechenden 
Verhältnisse  zwischen  Urteilen  angewandt. 

»)  Vgl.  oben  §  12.     Anmerk.  2. 
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Es  darf  niemals  so  ■  gewählt  werden,  dass  sowohl 
ü  p  als  auch  ti  q  gleich  0  werden,  denn  es  ergäbe  sich 
dann  der  Widerspruch  x-|-x=:vü-|-vü  oder  1  =  ü. 
(ü  =  0  ist  selbstverständlich  ausgeschlossen).  Es  muss 
also  immer  ü  (p  -j-  q)  =  w  sein,  wenn  die  Lösung  keinen 
Widerspruch  enthalten  soll.  Im  Übrigen  bleibt  ü  un- 
bestimmt, solange  nicht  die  Klassen  von  p  und  q  ge- 
nauer bestimmt  werden ,  was  im  folgenden  Capitel 
geschehen  wird.  Die  einzige  besondere  Lösung,  die 
sich  hier  aufstellen  lässt,  ist  x  =  p  oder  x  =  q.  Sie 
genügt  auch  der  universalen  Gleichung  p  x  -|-  q  x  :^=  1 
(Normalform). 

Ein  Widerspruch  ist  nur  dann  in  der  particu- 
lären  Gleichung  wenn  sowohl  p  als  auch  q  gleich  0  sind. 

§   2L 

Es  sei  ein  System  von  teils  universalen,  teils  parti- 

culären  Gleichungen  gegeben. 

aj  X -|- bj  X -[-  Cj  =1:=  1 

a2  X  -4-  b2  X  +  C2  =  1 

.    .  T.    .   T.     .    .    .  [25] 

Pj  X -f  q,  X  +  üi  =  1 
p2X-|-q2X-|-Ü2  =  l 

Die  universalen  Gleichungen  haben  Normalform, 
die  particulären  genügen  der  Bedingung  [22].  Es  soll 
die  Resultante  und  die  Lösung  dieses  Systems  bestimmt 
werden. 

Zunächst  fassen  wir  die  universalen  Urteile  des 
Systems  für  sich  zu  einou-  Aequivalente  zusammen.  Diese 
sei,  auf  die  Nonualform  gebracht  [lP]Ax-|-Bx-|-C  =  L 
Die  Aequivalente  des  ganzen  Systems  ist  dann,  durch 
eine  blosse  Aendcrung  der  Zeichen,  leicht  aus  [10]  ab- 
geleitet als 

(A  +  Cj  p,  -\-  n,)  P2  +  u.)(p,  +  K)  •  •  •  X 

+  (B  +  C)(.i,+i\)(.i.-hü,)(M3  I  rg...x  =  i _[£(»] 
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woraus,  wie  in  §  14  folgt 

(A  +  B  +  C)(p,  +  q,+ü,)(p.34-q.3+ü.,)(P3  +  q3+Ü3)...|27] 

(Ap,  +  Bq,  +  C  +  ÜJ  (Ap,  +  Bq^  +  C  +  ü,) 

(Ap3  +  Bq3  +  C  +  Ü3)... 

(Pi  P2  +  qi  q2  +  üj  +  ü,)  (Pi  Ps  +  ^1  %  +  ^h  +^3)  ■'■ 

(P2  Ps  4-  q2  ^3  +  ^2  +  ^^3)  •  •  •  =  1- 

Nun  ist  nach  [16]  ein  Ausdruck  von  der  Form 
Um  -\-  ün  vollständig-  unbestimmt  und  daher  die  Factoren 
der  letzten  Zeile  als  nichtssagend  (§  9)  zu  streichen. 
Daran  wird  nichts  durch  den  Umstand  geändert,  dass 
dasselbe  ü  in  mehreren  Factoren  vorkommt,  diese  also 
nicht  unabhängig  von  einander  sind.  Es  giebt  dennoch, 
was  auch  die  p  und  die  q  seien,  immer  solche  Werte 
der  ü,  die  jeden  Factor  gleich  1  machen,  selbst  im  ex- 
tremsten Falle,  wenn  p^  p^  -)-  qm  qn  für  alle  m  und  n 
gleich  0  ist.  Denn  seien  z.  B.  drei  ü  vorhanden,  so 
teilt  man  den  Denkbereich  in  drei  beliebige  Teile, 
1  =r  4-  s  + 1,  und  setzt  üj  =  r  -f-  s,  ü^  =  r  -|-  t,  Ü3  =:  s  -(- 1, 
wodurch  ü^  -f-  ^^2  "^^  ^^1  H"  ^3  ^=^  ^^2  "h  ^^3  "^^  ^  wird. 
Es  bleibt  also  von  [27]  nur 

(A  +  B  +  C) 
(Pi  +  qi  +  \)  (Ap,  +  Bq,  +  C  +  Ü;; 
(P2  +  qs  +  ^^2)  (APa  +  Bq^  +  C  +  Ü,) 
(P3  +  q3  +  ^3)(Ap3  +  Bq3  +  C  +  Ü3)...  =  l^ 
und  fassen  wir  die  in  einer  Zeile  geschi'iebenen  Glieder- 
paare, nach  dem  Gesetz  von  Peirce,  zusammen,  so  haben 
wir  als  endgültige  Form  der  Resultante  (Conclusion) : 
(A  +  B  +  C)  |28] 

KA  +  C)p,  +  (B  +  Cjq,-füJ[(A  +  C)p3  +  (B  +  C)q3+ÜJ 
[(A  +  C)p3  +  (B  +  C)q3  +  Ü3]...  =  l 

Sie  stimmt,  abgesehen  von  der  anderen  Bezeich- 
nungsweise, genau  mit  derjenigen  überein,  welche  Herr 
Schröder  a.  a.  0.  mitteilte. 

In  dem  Specialfall,  wo  das  System  aus  lauter  parti- 
culären   Gleichungen   besteht,   hat   die  Resultante    noch 
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ein  besonderes  Interesse.  Wir  erhalten  sie  leiclit  aus 
[28],  indem  wir  A  =  B  :^  C  =  1  setzen.     Sie  ist 

(Pi+qi+iii)(P2+q2+i^^2)(P3+q3+^3)--'=^  [^ 

also  gleich  der  Aequivalente  der  Resultanten  der  ein- 
zelnen Gleichungen.  Es  ist  daher  in  diesem  Falle 
einerlei  ob  man  zuerst  x  aus  den  Gleichungen  eliminiert, 
und  dann  die  Resultanten  zu  einer  Gleichung  vereinigt 
oder  ob  man,  wie  es  sonst  immer  geschehen  muss,  erst 
die  Aequivalente  des  Systems  bildet  und  dann  x  elimi- 
niert. Dies  lässt  sich  in  dem  Satze  aussprechen:  Die 
Conclusion  eines  Systems  aus  lauter  particulären  Ur- 
teilen besagt  nicht  mehr,  als  was  schon  direct  aus  den 
einzelnen  Urteilen  zu  entnehmen  ist.  In  diesem  prae- 
cisierten  Sinne  ist  der  Satz  der  alten  Logiker  zu  ver- 
stehen: Ex  meris  particularibus  nihil  sequitur.  Er  gilt 
aber  nur,  solange  über  p  und  q  nichts  weiter  bekannt 
ist,  als  dass  sie  bestimmte  Begriffe  darstellen. 

§  22. 

Ein  Widerspruch  in  den  Prämissen  zeigt  sich  in 
der  Conclusion  (§  15). 

Nun  kann  aus  [28]  nur  auf  zweierlei  Art  eine  den 
Festsetzungen  und  Definitionen  widersprechende  Glei- 
chung entstehen,  nämlich 

1)  dadurch,  dass  A  -|-  B  -|-  C  ==:  0  wird.     Dann  ist  ein 
Widerspruch  in  den  universalen  Gleichungen, 

2)  dadurch,  dass  einer  der  Ausdrücke 

(A  +  C)p„  +  (B  +  C)q„  =  0 
wird,  denn  es  folgt  daim  ün  =  l.  — 
Eine  dieser  Bedingungen  nmss  aber  auch  not- 
wendig erfüllt  sein,  soll  ein  Widerspruch  constatiert 
werden.  Dass  A-|-B-|-('  =  0  hinreichende  und  not- 
wendige Bedingung  für  einen  Widerspruch  in  den  uni- 
versalen Gleichungen  ist,  wurde  schon  §  15  nachgewiesen, 
und   wir    wollen    daher    hier    annehmen,    dass    in    den 


—     33     — 

universalen  Gleichungen  kein  Widerspruch,  also  A  -j-  B 
-|-  C  =  1  sei.  Es  bleibt  dann  von  [28J  nur  der  zweite 
Teil  zu  untersuchen,  in  dem  wir  zur  Abkürzung 
(A -|- C)  Pn -|- (B  +  C)  qn  =  Kfl  setzen  wollen.  Er  nimmt 
dann,  wenn  wir  uns  auf  drei  Factoren  beschränken,  die 
Form:  (K^ -fu^)  (K^ -j-ü^)  (K3 -f  Ü3)  =  1  au  und  wird 
nach  Auflösung  der  Klammern: 
K,K,K3  +  K,K,Ü3+K,K3Ü,  +  K,K3Ü, 

+  ^1  ^'2  K  +  K,  ü,  Ü3  +  K3  u^  ü,  4-  ü^  ü^  Ü3  =  1. 

Nehmen  wir  nun  auch  den  für  den  Widerspruch 
günstigsten  Fall  an,  dass  sämtliche  Produkte  der  K 
gleich  0  seien,  so  bleibt  doch 

^1  ^2  ^s  +  ^2  \  Ü3  +  K3  ü^  Ü2  +  üj  Ü2  Ü3  =  1. 

Hierin  wird  aber  die  linke  Seite  nur  dann  erkennen 
lassen,  dass  sie  von  1  verschieden,  wenn  eines  der  K 
gleich  0  wird ,  weil  dann  das  entsprechende  ü  Factor 
aller  Summanden  ist.  Es  ist  also  Kq  =  0  auch  n  0  t- 
w endige  Bedingung  eines  Widerspruchs,  falls  nicht  die 
erste  Bedingung  schon  erfüllt  ist. 

§  23. 

Um  die  allgemeine  Lösung  eines  Systems  zu  finden, 
beschränken  wir  uns  zunächst  auf  den  Specialfall,  in 
dem  das  System  nur  aus  particulären  Prämissen  be- 
steht. Ferner  wollen  wir  nur  drei  Prämissen  annehmen, 
da  die  sehr  umfangreichen  aber  übersichtlichen  Formeln 
das  allgemeine  Bildungsgesetz  schon  dann  deutlich  er- 
kennen lassen.     Die  Aequivalente  des  Systems  ist 

(Pi+^^l)(P2+fl2)(P3+^l3)^4-(qi+Ui)(q.,+Ü2)(q3+Ü3)x=l. 

Lösen   wir  die  Klammern  auf  und   lassen   zugleich   die 
Dächer  über  den  u  der  Einfachheit  halber  fort,  so  hat  man 

(Pi  P2  P3  +  Pi  P2  ^^3  4-  Pi  P3  "-h  +  P2  Ps  "1 

+  P,  ^2  ^3  +  P2  ^i  ^3  -r  Ps  ^1  ^)  X  + 

(qi  q2  ^3  +  pi  ^2  ^3  +  qi  qs  "2  +  q2  qsui 

-J-  qi  U2  U3  -j-  q2  Ui  U3  -f  qs  Ui  Ua)  x  -|-  Ui  Ug  Us  =  1. 

3 
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Um  daraus  die  Normalform  herzustellen  haben 
wir  die  Coefficienten  von  x  und  x  mit  Uj  Ua  u,  =  üi  -|- 
Ü2  -f-  üg  zu  determinieren,  wodurch  wir  erhalten 

(Pl  P2  Ps  Ü^~Ü7u^  +  Pl  P2U3U1U2-I-  p,  P3U2U1II3  +  P2  P3U1U2U3 
-|-  Pl  U2  U3  Üi  -1-  P2  Ui  U3  Ü2  -f-  Ps  Ui  U2  Ü3)  X  + 

qi  q2  q3UiUj  U3-f  qi  qa  U3  Uj  u,  -f  qi  q3  U2  Uj  Ua  -|-  q2  qsUi  u^  Uj 
-f-  qi  U2  U3  üi  -|-  q2  Ui  U3  Ü2  -\-  q3  Ui  U2  Ü3)  x 

+  UiU2U3  =  l.  [29] 

Nennen  wir  zur  Abkürzung  P  den  Coefficenten  von 

X,  Q  den  von  x  und  U  das  Produkt  aus  den  u,  so  ist 

zu  schreiben  Px  +  Qx  +  U=l  [29^] 

und  die  allgemeine  Lösung  des  Systems  ist  nach  [9] 

x  =  P  +  vU,         x  =  Q  +  vU.—  [30] 

Bevor  wir  uns  nun  zum  allgemeinen  Fall  wenden, 
sei  der  noch  speciellere  Fall  kurz  erledigt,  wo  alle 
particulären  Prämissen  eingliedrig  sind,  d.  h.  ent- 
weder X  oder  x,  nicht  aber  beides  enthalten.  Das 
System  hat  dann  die  Form 

Pl  X  -f  ü,  =  1                      q^  X  -f  Ü2  =  1           r^^. 
P3  X  +  Ü3  =  1  q^  X  -|-  ü^  =  1  

und  die  Aequivalente  ist 

X  (Pi  +üi)  (P3  +  Ü3) ...  ü^  ü,  ...  4-  X  (q^  -I-  ü,)  (q,  +  ü^). .. 

üj  Ü3  .  .  .  =  1 
Beschränken    wir   uns    auf  vier    Prämissen    und    lassen 
wiederum  die  Zeichen  über  den  u  fort,  so  wird  die  all 
gemeine  Lösung 

X  =  u^  u,  [p,  P3  ÜTü;  +  Pl  U3  n,  +  p.,  u,  ü,,  +  v  Uj  U3]  ^^^^ 
2^  =  u,  U3  [q^  q^  u,  -u  -I-  q.^  u,  u.,  +  q,  u,  ü,  +  v  u,  uj  -^— 

Den  allgemeinsten  Fall,  wo  das  System  aus  uni- 
versalen und  particulären  Prämissen  gemischt  ist,  können 
wir  jetzt  einfach  dadurch  erledigcm,  dass  wir  die  Aequi- 
valente   der   universalen    Prämissen    fll'J    mit    der   der 
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partikulären  [29']  verbinden.     Die  Aequivalente  beider 
ist  dann 

xfA  +  C)(P  +  U)  +  x(B  +  C)(Q  +  U)=l  oder 
x[(A  +  C)P+AU]  +  x[(B  +  C)Q  +  BU]  +  CU=l    [33] 
und  zwar  ist  letztere  die  Normalform,  weil  beide  Com- 
ponenten  Normalform  hatten. 

Die  allgemeine  Lösung-  ist  also  [34] 

x=(A  +  C)P  +  AU-fvCU,x=(B  +  CjQ+BU  +  vCür 

§  24.    . 

Die  bisher  behandelten  Aufgaben  enthalten  jene  in 
§  7  erwähnte  Verallgemeinerung  der  Syllogistik. 
Wir  wollen  jetzt  die  neue  Methode  an  dem  syllogisti- 
schen  Problem  erproben. 

Alle  Urteile,  die  in  der  Syllogistik  vorkommen, 
nehmen  eine  der  vier  Formen 

(a)     x  +  a=l,               (ä)     x  +  a=l        .g^, 
(/?)     X  a  =  ü,  (^)     X  a  =  ü  

an,  wo  X  den  zu  eliminierenden  Mittelbegriff  bedeutet, 
bei  dem  wir  unterscheiden,  ob  er  positiv  oder  negativ 
ist,  a  bedeutet  den  zweiten  im  Urteil  vorkommenden 
Begriff.  Ob  dieser  positiv  oder  negativ,  Subjekt  oder 
Prädicat  im  sprachlichen  Satze  ist,  ist  gleichgültig.  Die 
vier  Formen  [35]  sind  also  nicht  gleichbedeutend  mit 
den  bekannten  vier  Urteilsformen  der  älteren  Logik, 
sondern  allgemeiner,  weil  ein  positives  Subject  nicht 
vorausgesetzt  wird. 

Um  alle  möglichen  Schlussschemata  zu  erhalten, 
haben  wir  alle  Combinationen  der  zweiten  Klasse  aus 
den  vier  Formen  zu  bilden,  und  zwar  mit  Wieder- 
holung, da  natürlich  das  a  des  Schema  [35]  in  den 
beiden  Prämissen  nicht  denselben  Begriff  darstellt.  Wir 
erhalten  so  10  Combinationen  : 

3* 
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aa,  aß,  aä,  aß 

ßß,  ßöt,  ßß 
ää,  ä  ß 

ßß'-  ^ 
Die  Syllogistik   zählte    64  Combinationen,   nämlich 

zunächst  4  Figuren  nach  der  Stellung  der  drei  Begriffe 
in  den  zwei  Urteilen.  Jede  Figur  enthielt  dann  16 
Modi  wegen  der  4^  =  16  Variationen  der  4  Urteils- 
formen zur  zweiten  Klasse,  denn  auch  die  Reihenfolge 
der  beiden  Urteile  musste  ins  Auge  gefasst  werden. 
So  hatte  also  die  Syllogistik  64  Schlussformen  zu  prüfen, 
wo  wir  deren  nur  10  haben,  obgleich  wir  auf  die  Vor- 
aussetzung eines  positiven  Subjekts  verzichten. 

Unsere  10  Schemata  lassen  sich  aber  von  vorn 
herein  noch  weiter  reducieren.  Es  kommt  nämlich  bei 
der  Elimination  von  x  offenbar  nur  darauf  an,  ob  x  in 
beiden  Urteilen  dasselbe  oder  verschiedenes  Zeichen 
hat,  nicht  aber  ob  x  an  sich  positiv  oder  negativ  ist, 
da  man  ja  immer  die  Substitution  x  =  z  machen  kann. 
Es  sind  daher  zwei  Schlussschemata  vollständig  gleich- 
wertig, wenn  sie  durch  Umkehrung  des  Zeichens  von 
X  in  einander  übergehen.  In  diesem  Sinne  ist  z.  B. 
aß  =  äß,  aß  =  öLß  u.  s.  w.,  und  es  bleiben  nur  als 
wesentlich  verschieden  die  Formen: 

u  a,  a  ß,  a  ä,  a  ß,  ß  ß,   ß  ß, 
w(;]che  jetzt  daraufhin  zu  untersuchen  sind,  ob  sie  einen 
Schluss  ergeben    d.  h.  eine    Conclusion,    die  weder  eine 
blosse  Identität,  noch  auch  schon  in  einer  der  Prämissen 
enthalten  ist.  — 

(aa)  ist  das  Schema  x-|-a=l 

x-f-b  =  l.   — 

Die  Aequivalente  ist  x  -|-  a  b  =  1 ,  die  Resultante 
also  die  Identität  1  -f-  a  b  =:r  1 .  Es  ist  also  diese  Schluss- 
form unbi'auclibai-.     (vgl.  jedoch  unten.) 

(aß)  ist  ebenfalls  zu  verwerfen;  denn  die  Conclusion 
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aus  X  -j-  a  =  1 

bx4-ü=l 
ist  b-|-n  =  l,    was    aber   auch   schon    aus   der  zweiten 
Prämisse  zu  entnehmen. 

Aus  demselben  Grunde  sind  die  Schemata  {ß  ß) 
und  (ßß)   nicht  zu  gebrauchen,  denn 

xa-}-ü  =  l  ,      xa-|-ü=l 

xb+?=l       ^°''       Sb+V=l 
haben    beide    dieselbe    Conclusion     (a-|-ü)  (b -[- v)  =  l, 
die  nichts  neues  enthält,  (vgl.  §  21.) 

Es  bleiben  also  nur  die  beiden  Schlussformen 
(a  ä)       X  -|-  a  =  1    und  (aß)  x H-  a  =^  1 

x-l-l3==l  xb-fii=l 

als  brauchbare  übrig,  mit  den  Resultanten 
a  -f-  b  =  1     und     a  b  -f-  ü  =  1  • 

Nur  ein  Fall  noch  ist  bei  dieser  Untersuchung 
ausser  Acht  geblieben.  Wir  haben  hier,  wie  im  allge- 
meinen, über  X  keinerlei  Voraussetzungen  gemacht. 
Nun  macht  aber  die  Syllogistik  stillschweigend  immer 
die  Annahme,  dass  alle  Begriffe  real  seien,  sowohl  die 
positiven  als  die  negativen  (also  jeder  Begriff  real  und 
partial  zugleich).  Diese  Voraussetzung  ist  nun  von  Ein- 
fluss  bei  dem  Schema  (aa).  Fügen  wir  nämlich  dort 
noch  zu  den  Prämissen  x  =  ü  hinzu,  so  erhalten  wir 
als  Resultante  ÜH-ab  =  l,  also  denselben  Schluss  wie 
beim  Schema  {aß). 

Darnach  ist  aus  zwei  universalen  Urteilen  immer 
ein  Schluss  zu  ziehen,  aus  einem  universalen  und  einem 
particulären  nur  dann,  wenn  der  Mittelbegrift'  in  beiden 
verschiedenes  Zeichen  hat,  aus  zwei  particulären  nie- 
mals. Die  Conclusion  ist  ein  universales  Urteil  nur, 
wenn  beide  Prämissen  universal  und  ihr  Mittclbcgriff 
verschiedenes  Zeichen  hat.  Merkt  man  sich  zu  diesen 
Regeln,  dass  die  Begriffe  in  der  Conclusion  immer 
dasselbe    Zeichen   haben   wie   in    den    Prämissen,    wenn 
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man  alle  Urteile  auf  die  Form  a  -}-  b=  1  bezw.  ab  -|~ü=  1 
bringt,  so  besitzt  man  die  ganze  Syllogistik.  —  Nichts 
scheint  mir  die  Zweckmässigkeit  der  algebraischen  Logik 
besser  zu  beweisen  als  diese  Thatsache,  dass  sich  mit 
ihrer  Hülfe  eine  Disciplin,  welche  früher  ein  ziemliches 
Stück  in  einem  Buch  und  Kopfe  auszufüllen  vermochte, 
in  diese  wenigen  Kegeln  zusammenfassen  lässt.  Aber 
weit  wertvollere  Früchte  trägt  die  Logik  auf  dem  Ge- 
biet, das  wir  jetzt  betreten  werden,  der  Logik  der 
Individuen. 


III.  Die  Logik  der  Individuen  und  der 
Individuensummen. 

A.    Die    Individuen. 

§   25. 

Die  Definition  des  (logischen)  Individuums  als 
einer  Klasse,  die  nur  einen  Gegenstand  enthält,  ist  in 
der  Logik  deshalb  nicht  verwendbar,  weil  sie  sich  auf 
den  ZahlbcgrifF  der  Einheit  stützt.  Wir  müssen  daher 
eine  rein  logische  Definition  suchen. 

Wir  gehen  dabei  aus  von  der  Eigenschaft  des  Indi- 
viduums, dass  es  ein  Reale  ist,  also,  Avenn  wir  Indivi- 
duen allgemein  mit  den  Buchstaben  des  kleinen  griechi- 
schen Alphabets  bezeichnen,  der  Gleichung  a  =  ü  oder 
(die  linke  Seite  mit  x  -|-  x  determiniert) 

a  X  -j-  ff  X  =  ü  [36] 

genügt,  wo  X  ein  beliebiger  Begriff;  d.  h.  es  ist  sicher 
einer  von  den  zusammengesetzten  Begriffen  a  x  und 
ffX  real, 
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Der  Unterschied  des  Individuums  von  der  gewöhn- 
lichen realen  Klasse  besteht  nun  darin,  dass  nicht  gleich- 
zeitig a  X  und  a  x  real  sein  können ;  einer  dieser  Aus- 
drücke muss  0  sein.  Wollen  wir  dieses  durch  eine 
Relation  ausdrücken,  so  müssen  wir  das  gleichzeitige 
Gelten  von  a  x  -|-  u  ^  1  und  a  x  +  v  =  1  verneinen,  also 
(ax  +  ü)(«x-}-v)=|=l  [37] 

setzen. 

Beide  Sätze  [36]  und  [37]  lassen  sich  jetzt  vereinen 
in  den  Satz:  [38] 

Es  ist,  was  auch  x  sei,  entweder  «  x  =  ü  und  a  x  =  0 
oder  es  ist  a  x  =  0  und  a  x  =  ü 

Dadurch  ist  das  Individuum  vollständig  definiert, 
und  zugleich  der  für  diesen  Teil  der  Logik  charak- 
teristische Satz  des  Widerspruchs  gegeben,  indem 
jeder  Satz  und  jedes  System  von  Sätzen,  der  bezw. 
dessen  Aequivalente  nicht  mit  [38]  vereinbar  ist,  einen 
Widerspruch  enthält. 

§  26. 

Aus  dieser  Definition  ergeben  sich  die  einfachen 
Folgerungen: 

Wenn  axr=:ü,  so  ist  auch  ax  =  «.  [39] 

Denn,  aus  a  x  =  ü  folgt  a  x  =  0  und  daraus  nach  [8] 
x  =  a  -{-  V.  Werden  hierin  beide  Seiten  durch  «  deter- 
miniert, so  hat  man  a:s.  =  a{a-\-y)  =  a. 

Ebenso  ist  natürlich  auch  ax^a,  wenn  a x  =  ü. 
Wenden  wir  diese  Sätze  auf  [38]  an,  so  haben  wir  die 
andere  Form: 

Entweder  ist  aK^=a  und  «x=:0, 
oder  es  ist  ax  =  0  und  a^  =  a.  - — - 

Es  genügt  dann  aber  schon  die  Hälfte  des  Satzes 
zur  Definition  des  Individuums :  Entweder  ist  a  x  = « 
oder  et  X  =  0  und  nicht  beides  zugleich. 
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Herr  P  e  i  r  c  e  ^)   hat   in    der    That   diese   Definition 
zu  Grunde  gelegt,  in  der  Form:  [41] 

Wenn   a  =  va,   so  ist    entweder  sx  =  a   oder  a  =  0 
Einem  Individuum    untergeordnet   ist   nur   das  In- 
dividuum selbst  uüd  die  Null. 

Eine  fernere  blosse  Formänderung  dieses  Satzes  ist: 
Entweder  ist  a  =  va  oder  es    ist    a=vä,    niemals 
beides   zugleich,   wodurch   die  Unteilbarkeit   von  a  be- 
sonders deutlich  ausgesprochen  wird. 

Alle  diese  und  ähnliche  Formen  lassen  sich  in  fol- 
gendes Schema  zusammenfassen:  [42] 


ax 


ax: 


«x  =  0 


vx 


a-f-x=:x 


ax: 


ax 


ax: 


:0 


ax: 


vx 


ß4-x=x 


ax 


Die  Urteile  jeder  Zeile  sind  unter  sich  aequivalent, 
gelten  also  gleichzeitig.  Jedes  Urteil  der  einen  Zeile 
schliesst  jedes  der  anderen  aus.  Es  können  weder  beide 
Zeilen  zugleich  richtig,  noch  beide  zugleich  falsch  sein. 


Aus  ä  -[-  a  =  1  folgt  unmittelbar  ä  =  «,  denn  es  [43] 
ist  ä  =  ä-f-v  [8]  oder  ä  =  va,  woraus  nach  [41]  ä  =  a, 
denn  ä  =  0  wäre  ein  Widerspruch.  Derselbe  Schluss 
ist  natürlich  aus  den  aequivalenten  Urteilen  ää=:0, 
ä  =  vß,  a  =  v-|-ä  u.  s.  w.  zu  machen. 

Wenn  a  -j-  b  :^  a,  so  ist  mindestens  einer  von  [44] 
den  Begriffen  a  und  b  gleich  a. 

Denn  es  ist  a  =  va  und  b=ua  [8|,  und  t'S  können 
daher  a  und  b  nur  0  oder  «  sein  [41 1,  Der  Fall  aber, 
diiss  beide  0,  ist   durch    a-f-b  =  a  =  ü  ausgeschlossen. 

Ist  a-\-  a.  =  a-\-  b,  oder,  was  sich  nach  Determi-  [4r)j 


')  Americ.  Joiirn.    of  Math.  Vol.  1!T.     On    tlie  Algebra  of 
Logik.     Ch.  III  §  1. 
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nation  durch  ä  auf  beiden  Seiten  ergiebt,  äa=äb,  so 
sind  die  drei  Fälle  möglich: 

I.  a  =  b,  II.  a  — ab,  III.  b  =  äa. 
Denn   nach  [42]   s,  e,    ist   entweder   ß  -j-  x  =  x   oder 
äx  =  x.     Wenden  wir  dies  auf  a  +  a  und  a  +  b  bezw. 
äa  und  ab  an,    so  erweisen    sich  unmittelbar    die    drei 
obigen  Fälle  und  diese  allein  als  möglich. 


Wenn  ß=^ya,  so  ist  ßr=a'^ 
denn,  da  das  Individuum  ß  real  ist,  so  findet  [43]  [46] 
Anwendung. 

Aus^ä  =  0  folgt  also  aß=0,  denn  beides  ist  [47] 
mit  a^ß  aequivalent. 

Wenn  aß=ü  ist,  ist  a^ß,  denn  aus  «,5  =  ü  [48] 
ergiebt  sich  nach  [39]  soAvohl  aß^=a  als  aß=^ß. 

Zugleich  sehen  Avir,  dass  aß  =  a  und  «,3^^  unter 
sich  und  mit  a  =  ß  gleichbedeutend  sind. 

Ist  dagegen  ß=yöt,  so  ist  a^\^ß  und  umge-  [49] 
kehrt,  denn  ß  =  Yx  schliesst  /3=va  aus  nach  [42]  4. 

Der  einfachste  Ausdruck  für  a=l=/3   in   Form    [cO] 
einer  Gleichung  ist  «^9=0. 

aß^=n  bedeutet  ebenfalls  a-\=ß,  denn  es  folgt  [51] 
daraus  aß=a,  aß=0. 

aß=i\.  und  äy5  =  v  sind  gleichbedeutend. 

Wir  fassen  alle  diese  Sätze  in  das  Schema:      [52] 


ß    j  a  =  Yß 


¥ß 


a=\ß 


« ^9  =  ü 


a/3  =  0 


ä+^^^ü 


\+ß=l 


aß  =  0 


aß=\x 


«+^=1 


a-^-  ß=vi 


zusammen,    Avelches    ebenso    Avie    das   Schema    [42]    zu 
verstehen  ist. 
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Ist  a^^ß-h'f,  so  ist  a^=^ß  =  Y,  denn  es  ist  dann  [53] 
ß=:zva  und  ;'=ua. 

Wenn  a  -\-  ß-=ai  -j-  ^  ist,  und  es  ist  «  =  «1,  so  ist  [54] 
auch  /5  =  ;'.     Ist  aber  a=\—ai,  so  ist  ■f  =  a   und  ß^=r.ai. 

Denn,  sei  a  =  ai,  so  ist  nach  [45]  entweder  ß-^^y 
ß  =  öLx  oder  Y=zs.ß,  was  aber  hier  alles  dasselbe,  näm- 
lich ß^^x  bedeutet. 

Sei  «=!=«,,  also  «ai=0,  so  ergiebt  sich,  indem 
man  die' Gleichung  mit  a  bezw.  «i  determiniert:  0=07- 
und  «1/3  =  01.     Daraus  aber  folgt  «  =  /-  und  ai  =  ^. 


B.    Die   Individuen  summen. 

§  28. 

Klassen,  die  uns  als  Summen  bestimmter  Indi- 
viduen, also  in  der  Form 

gegeben  sind,  wollen  wir  dm'ch  die  Buchstaben  des 
grossen  griechischen  Alphabets  bezeichnen. 

Ist  A  eine  Klasse,  welche  das  Individuum  a  [55] 
enthält,  so  ist  a  A  =  a,  enthält  A  aber  a  nicht,  so  ist 
aA=0. 

Lösen  wir  das  Product  a  A  in  eine  Summe  auf, 
80  ist  unter  den  Summanden  im  ersten  Falle  einer 
aa^=a,  die  übrigen  alle  von  der  Form  aß=:0  (ver- 
schieden bezeichnete  Individuen  seien  als  verschiedene 
betrachtet;,  im  zweiten  Falle  sind  alle  von  der  Form 
a  ß  =  0. 

Das  Produkt  zweier  Klassen  A  und  B  ist  gleich  [56] 
der  Summe  der   Individuen,  welche   sie   gemein  haben. 

D(mn  wir  können  das  Produkt  A  B  in  eine  Summe 
auflösen,  deren  (iliedcr  die  Form  aB  haben,  wo  a  ein 
beliebiges  Individuum  von  A  bedeutet,  und  welche  [55] 
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gleich  a  oder  gleich  0  sind,  je  nachdem  das  betreffende 
Individuum  von  A  auch  in  B  vorkommt  oder  nicht. 
A  B  ist  also  die  Summe  der  Individuen,  die  in  A  vor- 
kommen und  zugleich  in  B.  Es  sind  das  aber  dieselben, 
die  in  B  vorkommen  und  zugleich  in  A,  denn  man  kann 
A  B  auch  in  eine  Summe  von  Gliedern  von  der  Form 
A  ß  zerlegen. 

Die  Summe  zweier  Klassen  A  und  B  ist  gleich  [57] 
der  Summe  der  entweder  zu  der  einen  oder  zu  der  an- 
deren Klasse  gehörenden  Individuen. 

Wir  übergehen  den  Beweis  dieses  Satzes,  weil  er 
sehr  einfach  und  dem  des  vorigen  analog  ist. 

Beide  Sätze  [56]  und  [57]  werden  gewöhnlich  ^)  zur 
Definition  des  logischen  Produktes  und  der  logischen 
Summe  verwendet.  Nachdem  jedoch  Herr  Peirce^) 
gezeigt  hat,  dass  man  Summe  und  Produkt  auch  defi- 
nieren kann  ohne  die  Klassen  und  deren  Zusammen- 
setzung aus  Individuen  in  Betracht  zu  ziehen,  erscheint  es 
naturgemässer,  diese  Sätze  als  abgeleitete  zu  behandeln. 

Es  ist  ä  A  =  A,  wenn  a  nicht  zu  der  Klasse  A  [58] 
gehört.  Ist  aber  a  in  A  enthalten,  so  ist  ä  A  =  A  -;-  a, 
wo  A  —  Q^)  eine  Klasse  bezeichnet,  welche  dieselben 
Individuen  wie  A  mit  Ausnahme  von  a  enthält. 

ä  A  lässt  sich  nämlich  als  eine  Summe  von  Gliedern 
darstellen,  welche  im  ersten  Falle  alle  von  der  Form 
äß  —  ß  sind,  so  dass  das  Produkt  äA  =  A  bleibt.  Im 
zweiten  Falle  ist  aber  ein  Glied  von  der  Form  ä  a  =  0 
darunter,  so  dass  im  Resultat  alle  Individuen  von  A 
bis  auf  a  bleiben. 

Wenn  a  nicht  zu  der  Klasse  A  gehört,  so  ist  [59] 
ak.  =  aj  wenn  a  dazu  gehört,  aA  =  0. 


^)  Schröder  a.  a.  0.  §  2,  1  uud  R.  Grassmann,  Formenlehre. 
Stettin  1872.    2.  Buch.     S.  9. 

2)  Peirce  a.  a.  0.     Ch.  II. 
')  Schröder  a.  a.  0.     §  4. 
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Denn  im  ersten  Falle  lässt  sich  das  Produkt  aK 
in  eine  Reihe  von  Teilprodukten  von  der  Form  aß:=^a 
auflösen,  und  es  ist  dann  auch  das  ganze  Produkt  a. 
Im  zweiten  Falle  ist  unter  den  Teilprodukten  eines  von 
der  Form  «  ä  =  0,  welches  das  ganze  Produkt  zu  null 
macht. 

Das  Produkt  aus  einer  Klasse  A  und  der  Ne-  [60] 
gation  einer  Klasse  B  ist  gleich  der  Summe  der  lu- 
dividuen,  welche  nur  in  A  und  nicht  zugleich  in  B  vor- 
kommen. 

Man  kann  diesen  Satz  beweisen  mit  Hülfe  von  [59], 
indem  man  das  Produkt  AB  in  eine  Summe  von  Glie- 
dern von  der  Form  «B  auflöst.  Diese  Glieder  sind 
dann  0  oder  a,  jenachdem  «  in  B  vorkommt  oder  nicht. 
Das  Resultat  ist  also  die  Summe  derjenigen  Individuen 
von  A,  die  nicht  in  B  enthalten  sind.  —  Man  kann  den 
Satz  auch  nach  [58]  beweisen ,  indem  man  A  B  in 
eine  Reihe  von  Teilprodukten  von  der  Form  K  ß  zerlegt. 
Ist  dann  das  betreffende  ß  nicht  in  A  enthalten,  so  ist 
das  entsprechende  Teilprodukt  gleich  A  und  wird  vom 
Gesamtprodukte  absorbiert.  Ist  dagegen  das  ß  in  A 
enthalten,  so  ist  ß  in  A  zu  streichen,  und  wir  behalten 
also  ein  Produkt  aus  Klassen,  deren  jedem  eines  der  in 
B  enthaltenen  Individuen  fehlt.  Dem  ganzen  Produkte 
müssen  daher  [56]  alle  in  B  enthaltenen  Individuen 
fehlen. 

Hat  A  alle  Individuen  mit  B  gemein,  so  muss  also 
das  Produkt  A  B  =  0  sein.   — 

Durch  Negation  erhält  man  aus  den  Sätzen  [56], 
[57]  und  [60]  folgende  drei: 

Die  Summe  der  Negationen  zweier  Klassen  |()1| 
Ä  -f-  B,  ist  gl(jicli  dem  Produkt  der  NegationcMi  dt^r 
Individuen,  welclu;  A  und  B  gemein  haben.  Haben  sie 
also  kein  Individuum  gemein,  so  ist   A-|-B  =  l.  — 
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Das  Produkt  der  Negationen  zweier  Klassen,  [62] 
A  B,  ist  gleich  dem  Produkt  der  Negationen  aller  in 
A  oder  B  enthaltenen  Individuen. 

Die  Summe  aus  einer  Klasse  und  der  Nega-  [63] 
tion  einer  Klasse  A  -[-  B  ist  gleich  dem  Produkt  der 
Negationen  derjenigen  Individuen,  Avelche  in  B  und  nicht 
zugleich  in  A  vorkommen. 

§  29. 

Wenn  Ä  =  x  {a-\-  ß -{-y-^- . .  .-\-v),so  ist  Ä  gleich  [64] 
der  Summe  der  Elemente  'einer  der  Combinationen, 
welche  man  aus  den  Elementen  a,  ß,  f,  .  .  .,  v  bilden 
kann. 

Denn  v  {a -{-  ß  -\- y  -[-... -\- \j)  bedeutet  irgend  einen 
Teil  der  Summe,  aber  mindestens  ein  Individuum,  da 
A  real  sein  soll. 

Wenn  k  =  \  ■\-ä.  ß^( .  .  .1  ist,  so  ist  A  das  [65] 
Produkt  der  Elemente  von  einer  der  Combinationen, 
welche  man  aus  den  Elementen  ä,  ^,  y,  .  .  .,  v  bilden 
kann. 

Denn  \-\-  ä-ßy .  ,  .  v  bedeutet  [61]  [63]  ein  Produkt, 
gebildet  aus  irgend  einem  Teil  der  Factoren  des  Pro- 
duktes öt  ß  Y .  .  .v,  aber  mindestens  eines  der  negativen 
Individuen,  da  sonst  A=^l  würde. 

Eine  mehrdeutige  Klasse  nun,  deren  Mehrdeutig- 
keit darin  besteht,  dass  sie  die  Summe  der  Elemente 
irgend  einer  der  Combinationen  bedeutet,  die  man  aus 
einer  Anzahl  gegebener  Klassen  bilden  kann,  soll  eine 
combinatorische  Summe  genannt  werden.  Sie  werde 
bezeichnet  C2'(a,  b,  c,  .  .  .,  n),  wo  die  Klassen  a,  b,  c, 
.  .  .,  n  die  Elemente  der  Combinationen  sind. 

Bildet  man  dagegen  aus  den  Elementen  der  Com- 
binationen Produkte,  so  soll  die  mehrdeutige  Klasse, 
welche  irgend  eine  dieser  Produkte  bedeutet,  ein  com- 
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binatorisches  Produkt  heissen  und  C  77  (a,  b,  c, 
.  .  .,  n)  bezeichnet  werden. 

Es  stellt  darnach  die  oben  bestimmte  mehrdeutige 
Klasse  Ä  eine  combinatorische  Summe  dar,  deren  Ele- 
mente Individuen  sind.  In  diesem  wichtigsten  Special- 
falle sei  die  combinatorische  Summe  einfach  eine  com- 
binatorische Klasse  genannt. 

Ebenso  ist  die  mehrdeutige  Klasse  A  ein  combina- 
torisches  Produkt,  dessen  Elemente  negative  Individuen 
sind.  Da  sie  zugleich  die  Negation  einer  combinatori- 
schen  Klasse  darstellt,  können  wir  sie  eine  combina- 
torische negative  Klasse  oder  kürzer  ein  comb  in a- 
torisches  Negativ  nennen,  indem  wir  den  Ausdruck 
Negativ  allgemein  als  Bezeichnung  für  die  Negation 
einer  Individuensumme  einführen. 

§  30. 

Es  sollen  jetzt  die  hauptsächlichsten  und  für  das 
Folgende  notwendigen  Rechnungsregeln  für  die  im 
vorigen  Paragraphen  definierten  mehrdeutigen  Klassen 
abgeleitet  werden. 

Da  man  alle  möglichen  Werte  einer  combinatorischen 
Summe  erhält,  wenn  man  in  der  Summe  aller  Elemente 
beliebige,  nur  nicht  alle  Elemente  gleich  0  setzt;  ebenso 
alle  möglichen  Werte  eines  combinatorischen  Produktes, 
indem  man  im  Produkte  aller  Elemente  beliebige  Ele- 
mente, aber  mit  Ausnahme  von  mindestens  einem,  gleich 
1  setzt,  so  könnte  man  sich  auf  die  einzige  Rechnungs- 
regel beschränken:  Rechne,  anstatt  mit  den  combina- 
torischen Summen  und  Produkten,  mit  den  vollständigen 
Summen  und  Produkten  aller  gegebenen  Elemente,  nach 
den  gewöhnlichen  Regeln,  und  setze  dann,  um  alle 
mögliclien  Werte  zu  bestimniini,  in  dem  Resultate  die- 
selben Elemente  gleich  0  bczw.  gleich  1,  welche  vor 
Ausführung     der     Rechnung     diese    Werte     annehmen 
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konnten.  Doch  da  es  liiernach  immer  notwendig  wäre 
auf  den  Zustand  vor  Ausführung  der  Rechnung  zu 
recurrieren,  so  Wcäre  wenig  gewonnen,  und  es  ist  zweck- 
mässig andere  Verfahren  anzuwenden,  bei  denen  die 
verschiedenen  möglichen  Werte  im  Resultate  unmittel- 
bar zum  Ausdruck  kommen. 

Für  die  Verbindung  von  corabinatorischen  Summen 
und  Produkten  mit  gewöhnlichen,  mehrdeutigen  Klassen 
genügen  folgende  Sätze: 

C2'(a,  b,  .  .  .,  m).n  =  C2'(an,  b  n,  .  .  .,  mn),  [6C] 
denn  beide  Seiten  der  Gleichung  nehmen  dieselben 
Werte  an.  Die  linke  Seite  stellt  alle  möglichen  Summen 
aus  den  Elementen  a,  b,  .  .  .,  m  vor,  jedes  der  Elemente 
mit  n  determiniert,  die  rechte  Seite  ebenfalls, 
C /7(a,  b, . . .,  m)    .    n  =  C/7(an,  b  n,  . . .,  m  n)  [67] 

CI  (a,  b,...,  m)-|-nr=C2'(a-[-n,  b4-n,...,m-|-n)]ö«J 
C  ry  (a,  b, . . .,  m)  +  n  ==  C  n  (a  -f  n,  b  -f-  n, ...,  m  -f  n)  [69] 

Die  Beweise  der  drei  letzten  Sätze  sind  dem  des 
ersten  analog.  Überall  bedeuten  die  durch  Kommate 
getrennten  Ausdrücke    die  Elemente    der    Combination. 

Diese  Sätze  gelten  jedoch  unbedingt  nur,  so  lange 
n  ein  gewöhnlicher  eindeutiger')  Begriff  ist.  Wird  n 
selbst  eine  combinatorische  Summe  oder  Produkt,  so 
kann  man  sie  nicht  ohne  Hinzufügung  gewisser  Be- 
dingungen anwenden.     Sonst  müsste  z.  B. 

C2'(a,b)C2'(c,d)  =  C2'(ac,  ad,  bc,  bd) 
sein,  was  aber  falsch,  denn  die  linke  Seite  kann  nicht 
den  Wert  ac-j-bd  annehmen,  die  rechte  wohl.  Der 
scheinbare  Widerspruch  kommt  daher,  dass,  um  ad 
verschwinden  zu  machen,  man  entweder  a  oder  d  gleich  0 
setzen  muss ,  um  aber  a  c  +  b  d  zu  erhalten ,  weder  a 
noch  d  gleich  0  sein  darf;    es  sind  also  die  Werte  der 


*)  Wir  verstehen  hier  „eindeutig"  immer  im  Gegensatz  zu 
der  Mehrdeutigkeit  der  combinatorischen  Begrifte. 
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einzelnen  Elemente  der  rechten  Seite  nicht  unabhängig 
von  einander. 

Anstatt  nun  alle  Rechnungsregeln  für  combinato- 
rische  Summen  und  Produkte  hier  erschöpfend  zu  be- 
handeln, können  wir  uns  auf  die  Regeln  für  die  Rech- 
nung mit  combinatorischen  Produkten  beschränken,  da 
nur  von  diesen  im  Folgenden  Gebrauch  zu  machen  ist. 

Sei  also  die  Summe  combinatorischer  Produkte 
C/7(a,b,c,...)  +  C/7(d,e,f,...)  +  C/7(g,h,k,. ..)-[-...    ]S] 
vorgelegt,  so   sind    zunächst    die   einfaclisten   möglichen 
Werte  dieser  Summe: 

a  +  d  +  g  4- .  .  . 

a  +  d  +  h  +  ...^  [E] 

c  -{-  i  -\-k-\-  .  .  ,  u.  s.  w. 
d.  h.  alle  Summen  gebildet  aus  je  einem  Element  jedes 
combinatorischen  Produktes.  Wir  wollen  sie  die  Ele- 
mentarwerte von  [S]  nennen.  —  Alle  übrigen  mög- 
lichen Werte  lassen  sich  nämlich  aus  den  Elementar- 
werten durch  folgendes  einfache  Verfahren  bilden:  Man 
schreibe  beliebige  Elementarwerte  in  der  Art  überein- 
ander, dass  immer  die  Summanden,  welche  demselben 
combinatorisclien  Produkt  entstammen,  eine  senkrechte 
Reihe  bihlen.  Aus  den  Produkten  der  Glieder  jeder 
senkrechten  Reihe  bildet  man  dann  eine  neue  Summe, 
die  den  gesuchten  Wert  darstellt.  Verfährt  man  in 
dieser  Weise  mit  allen  möglichen  Combinationen  der 
Elementar  werte,  so  erhält  man  alle  Werte  von  [S].  Es 
stellt  also  obige  Summe  eine  neue  Art  combinato- 
rischen Begriff  dar.  Die  Elemente  der  Combination 
sind  die  Elcmentarwerte  [fJ].  Sie  werden  verbunden 
durch  das  beschriebene  Verfahren,  das  wir  Superpo- 
sition  nennen  wollen.  Di(!  durch  die  Gesamtheit  der 
Werte  gebildete  mehrdimtigc  Klasse  sei  darnach  ein 
combinatorisches   Superposit    genannt,   und  da- 
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durch  bezeichnet,  dass  man  C  i' vor  die  eingeklammerten, 
durch  Kommate  getrennten  Elementarwerte  setzt.  ^) 

Es  ist  also 
C/7(a,b,c,...)  +  C/7(d,e,f,...j  +  C/7(g,h,k,...)  +  ..._[70] 
==Cr(a  +  d  +  g4-..,a  +  d-fh  +  ...,...,c+f+k+..,...). 
Die  Summe  combinatorischer  Produkte  ist  ein  combina- 
torisches  Superposit. 

Einen  umständlicheren  Beweis  dieses  Satzes  zu 
führen  ist  überflüssig,  da  man  unmittelbar  sieht,  dass 
man  durch  das  angegebene  Verfahren  alle  Werte  erhält, 
die  die  Summe  der  eindeutigen  Produkte  a  b  c  ...  -|-  d  e  f  ... 
-|- ghk ... -|- ...  annimmt,  wenn  man  in  jedem  Gliede 
beliebige  Elemente,  bis  auf  mindestens  eines,  gleich  1 
setzt.  Die  Hauptfactoren  (vgl.  §  4)  dieser  Summe,  sind 
die  Elementarwerte  [E]  des  Superposits. 

Ein  combinatorisches  Superposit  hat  unter  seinen  [71] 
Werten  nur  dann  den  Wert  1,  wenn  mindestens  eines 
der  Elemente  diesen  Wert  hat. 

Denn  durch  die  Superposition  zweier  Elemente 
a  -j-  b  -j-  c  -j-  ...  und  d  -(-  e  -f-  f -|-  ...  entsteht  die  Klasse 
ad-|-be-|-cf-|---v  f^e  dem  Produkte  derselben 
(a -|- b -}- c-|- ...)  (d -|- e-j- f-|- ...)  im  allgemeinen  unter- 
geordnet, höchstens  gleich  ist.  Sind  nun  beide  Ele- 
mente oder  ist  auch  nur  eines  von  ihnen  nicht  gleich 
1,  so  ist  das  Produkt  nicht  1  und  das  Superposit  um 
so  weniger.  Dasselbe  gilt  offenbar,  wenn  unter  mehr 
als  zwei  Elementen  nur  eines  nicht  1  ist. 

Ist  aber  nur  ein  Element  des  combinatorischen 
Superposits  gleich  1,  so  ist  auch  ein  Wert  des  Super- 
posits 1,  nämlich  der  durch  das  Element  selbst  dar- 
gestellte Elementarwert. 


')  Man  kann  auch  die  Eletnentarwerte  untereinander 
schreiben  und  durch  senkrechte  Striche,  ähnlich  einer  Determi- 
nante, cinschliessen. 
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Haben  mehrere  Elemente  den  Wert  1 ,  so  folgt  noch 
nicht,  dass  die  aus  ihnen  gebildeten  Superposite  diesen 
Wert  haben.  Sie  haben  ihn  nur  dann,  wenn  die  Super- 
posite den  Produkten  aus  denselben  Elementen  gleich 
(nicht  untergeordnet)  sind.  —  So  ist  z.  B. 
C/7(a,b)  +  C/7(c,d)  =  C  r(a  + c,  a  +  d,b +  0,  b  +  d). 
Wäre  nun  a-l-cr=l  und  a-f-d  =  l,  so  wäre  auch  das 
Superposit  7'(a-f-c,  a -f- d)  =  a-j- c  d  =  1^),  denn  es  ist 
gleich  dem  Produkt  (a  -[-  c)  (a  -f-  d).  Dagegen  wäre, 
selbst  wenn  a -j- c  =  1  und  b-|-d  =  l,  das  Superposit 
2^(a-j-c,  b4-d)  =  ab-|-cd  nicht  notwendig  1 ,  da  es 
dem  Produkt  ab-j-ad-j-cb-j-cd  untergeordnet,  falls 
nicht  a  d  =  c  b  ^  0  ist. 

Das  Produkt  mehrerer  combinatorischer  Pro-  [72] 
dukte  ist  gleich  einem  combinatorischen  Produkt  aus 
Elementen,  welche  Produkte  aus  je  einem  Element  jedes 
der  gegebenen  combinatorischen  Produkte  darstellen, 
also 

C  n  (a,  b,  c, ...)  C  /7(d,  e,  f, ...)  C  /7(g,  h,  k, ...) 
=  C/7(adg...,adh...,...,cfk...). 
Da  nämlich  jeder  der  Factoren  der  linken  Seite  aus 
mindestens  einem  der  Elemente  bestehen  muss,  so  ent- 
hält das  Produkt  derselben  mindestens  ein  Element  eines 
jeden  Factors.  Dies  ist  die  einzige  Bedingung,  welche 
das  Produkt  zu  erfüllen  hat,  und  sie  wird  in  der  That 
von  der  rechten  Seite  der  Gleichung  erfüllt.  —  Ist  auf 
der  rechten  Seite  das  Produkt  zweier  Elemente  gleich 
einem  dritten,  so  kann  man  dieses  fortlassen,  denn  alle 
Werte,  welche  mit  Hülfe  des  letzteren  gebildet  werden, 
können  auch  ohne  dessen  Hülfe  durch  die  ersten  beiden 
entstehen. 


')  Ein  aus  bestimmten,  nicht  willkürlich  conil)inierharen 
F^lemcnten  zu  bildendes  Superposit,  werde  durch  i'  ohne  vorge- 
setztes C  bczeicIiiHit. 
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§  31. 

Der  wesentliche  Unterschied  zwischen  der  Logik 
der  aus  Individuen  zusammengesetzten  Klassen  mit  den 
früher  behandelten  beiden  Abschnitten  der  Logik,  be- 
steht nun  darin,  dass  in  jener  die  unbestimmten  Be- 
griffe durch  combinatorische  Klassen  bezw.  Negative 
ersetzt  werden  können,  wie  die  Sätze  [64]  und  [65]  leh- 
ren. Ist  z.  B.  in  der  Gleichung  x-|-a=l,  a  eine 
Klasse,  die  nicht  als  eine  Summe  von  Individuen  ge- 
geben und  daher  nicht  weiter  zerlegbar  ist,  so  ist  die 
Lösung  nach  [8]  x  :=:  v  -j-  ä,  worin  über  v  nur  das  aus- 
zusagen ist ,  dass  es  nicht  1  sei ,  denn  sonst  würde 
X  =  1  werden.     Ist  dagegen  die  Gleichung  [73] 

x+A=l  ~~ 

vorgelegt,  wo  A  =  a-\-  ß  ~{- j- -\-  ... -\- v,  so  ist  x  =  v  -^  A, 
also  nach  [65] 

x  =  C/7(ä,^,  Y, ...,  y). 

Während  im  ersten  Falle  sich  nur  die  eine  be- 
sondere Lösung  x  =  ä  für  v  ==  0  aufstellen  lässt,  kennt 
man  im  zweiten  Falle  so  viele  besondere  Lösungen  als  es 
Combinationen  aus  den  Elementen  ä,  ^,  y, ...  i^  giebt,  und 
was  die  Hauptsache  ist,  die  Gesamtheit  der  besonderen 
Lösungen  ist   mit  der  allgemeinen  Lösung  gleichwertig. 

Wir  werden  daher  im  Folgenden  unser  Augenmerk 
nicht  so  sehr  auf  die  Auffindung  der  allgemeinen  Lö- 
sung eines  Systems  von  Urteilen  richten,  denn  die  all- 
gemeine Form  derselben  [30]  [34]  bleibt  ja  auch  hier 
gültig,  als  vielmehr  auf  Methoden,  welche  die  besonderen 
Lösungen  in  übersichtlicher  Weise  darstellen  lehren. 

Um  den  oben  erörterten  Unterschied  noch  deut- 
licher zu  machen,  wollen  wir  annehmen  es  sei 
a  =  b-j-c-|-d  gegeben,  wo  b,  c,  d  bestimmte  Klassen 
aber  keine  Individuen  sind.  Es  ist  da  x  =  v-|-bcd 
und  wir  können,  indem  wir  der  Reihe  nach  v  =  b,  c,  d, 
I)  c,  b  (T,  c  (1,  b  c  (I  setzen,  sieben  besondere  Lösungen  fin- 

3* 
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den,  welche  sich  auch  in  die  Formel  x  =  C77(b,  c,  d) 
zusammenfassen  lassen.  Doch  es  hat  diese  Formel  nicht 
dieselbe  Allgemeinheit  wie  die  allgemeine  Lösung,  denn 
wäre  a  noch  weiter  zerlegbar,  würden  wir  auch  mehr 
besondere  Lösungen  aufstellen  können.  Die  Grenze  der 
Zerlegbarkeit  wird  nun  durch  das  Individuum  bezeichnet, 
und  das  ist  der  Grund,  warum  bei  einer  Zerlegbarkeit 
der  Klassen  in  Individuen  die  Aufstellung  der  beson- 
deren Lösungen  erschöpfend  und  ihre  Gesamtheit  der 
allgemeinen  Lösung  aequivalent  ist. 

§  32. 

Nach  diesen  Vorbereitungen  nehmen  Avir  das  Eli- 
minationsproblem wieder  auf  und  beginnen  mit  dem, 
abgesehen  von  dem  als  erledigt  zu  betrachtenden  System 
universaler  Gleichungen,  einfachsten  Systeme  [31],.  da? 
aus  lauter  eingliedrigen  particulären  Gleichungen  be- 
steht. Die  p  und  q,  erstere  mit  ungeradem,  letztere  mit 
geradem  Index,  sollen  als  Summen  von  Individuen  ge- 
geben sein.  Damit  verschwindet  teilweis  die  Unbe- 
stimmtheit der  ü,  denn  wir  können  diese  Hülfsbegriffe 
jetzt  aus  den  Resultanten  der  einzelnen  Prämissen  als 
combinatorische  Negative  bestimmen.  Auspn-j-ü„  =  l 
folgt  nach  [73],  dass  ün  ein  combinatorisches  Produkt 
ist,  dessen  Elemente  die  negativen  Individuen  von  pn 
sind. 

Die  Resultante  des  Systems  leitet  man  am  einfach- 
sten aus  [27]  ab,  indem  darin  A  =  B=:C=:rl,  ferner 
die  p  mit  geradem  und  die  <i  mit  ungeradem  Index 
gleich  0  gesetzt  werden.     Es  entsteht   so  die  Gleichung 

^P.    I    üi)  (qj  +  u.)  (1)3  -f  üa)  (q4  -|   Ü4)  ... 

('»1  +  ^'^'vi)  (1>,  !>;,  +  ü,  -h  ü;,)  (ü,  +  ü.,)  ... 

{y\'2  -\-  ih)  (<|2  qi  +  Ma  +  U4)  ... 

(A, +  u,)...--l.— 
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Hieraus  fallen  zunächst  die  Factoren  pi  pa  +  üi  +  üs 

=  (p^  _l_  Hl  +  Ü3)  (P3  +  ux  +  ua),        q..  q^  4-  ^-2  +  \. 
_(q.,^_n.,+^.)(q.+^^3+ii.)  ^^-  ^-  ^-  ^™^'  f'?^ 

ihre  Hauptfactoren  werden  von  den  Factoren  Pi-j-Ui, 
q_  4_  ü.„  u.  s.  w.  der  ersten  Zeile  absorbiert ,  und  es 
bleibt 

(Pi + ^^)  (pb  h-  ^^b)  -  (q^ + ^^.)  (^^ + ^  -    ^ 

Die  Factoren  u^n  +  ^^n    dürfen  aber  hier,  wo  die  u 
combinatorischc  Negative  darstellen,  nicht,  wie  m  §  21 
1-97]    wo  die  ü  unbestimmte  partiale  Klassen  waren,  als 
nichtssagend    vernachlässigt    werden.       Dort    war    die 
Summe  ü^+^n  vollständig  unbestimmt.     Es  stand  fest, 
dass    sie    den    Wert  1   annehmen    könne,    ob    sie    ihn 
aber  annehme  oder  nicht,  war  auf  keine  Weise  zu  ent- 
scheiden.    Hier    dagegen,    wo    ü^  +  ü,    nach    |  <0     em 
combinatorisches  Superposit  ist,  lässt  sich  nach  [il]  aus 
den  Elementarwerten  mit  Sicherheit    entscheiden,  ob  es 
unter    anderen    Werten    auch    den    Wert    1    annimmt. 
Darum   kommen  diese  Factoren  bei  der  Untersuchung 
ob  ein  Widerspruch  in  den  Prämissen,    sehr  wesentlich 

in  Betracht.  .      rv  ■^ 

Dageo-en  können  wir  die  Factoren  der  ersten  Zeile 
streichen,  wenn  wir  die  Annahme  machen,  dass  nicht 
schon  die  einzelnen  Prämissen  in  sich  widersprechend 
seien  Diese  Factoren  gleich  1  gesetzt,  sind  nämlich 
die  Rrsultanten  der  einzelnen  Prämissen,  die  nur  dann 
widersinnig  sind,  wenn  ihr  Coeflicient  p  oder  q  gleich 
0  ist,  was  aber,  wenn  die  p  und  q  wie  hier  als  Summen 
von  Individuen  gegeben  sind,  selbstverständlich  ausge- 
schlossen ist.  Steht  dies  aber  fest,  so  sind  alle  Resul- 
tanten erfüllt  und  alle  in  Frage  stehenden  Factoren 
identisch  gleich.^)     Es  bleibt    dann   von    der  Resultante 

TT^^X^können  übrigeua  die.e  Annahme  auch  in  §24  machen, 

und  es  reduziert   sich   dann   auch   die  Resultante  [28]  anf   e^ne 
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nur  die  zweite  Zeile ,  die  wir  weiterer  Umformung 
wegen  ausführlicher  ^) 

(Ui+U2)K+U,)(Uj+Ug)... 

(Ug     +    U,)    (Ug     -\~   U  j    (Ug    ^    U^)      .      .      . 

schreiben  wollen.  Nach  dem  Gesetz  von  Peirce  können 
wir  dann  sie  zunächst  in 

(Uj+U^U^Ug...)  (Ug  +  U^U^Ug...)  (u5-|-u.,u,u,  ...)...  =  ! 
und  endlich  in 

UjU3U5...  +  U2U,Ug...  =  1  £75] 

zusammenfassen. 

Hierin   sind    die  u  combinatorische    Negative,    also 
die    beiden    Ausdrücke    u,  u„  u,  ...    und    u.,  u.u^...    com- 

I       d       5  J       4       6 

binatorische  Produkte  [72],  und  endlich  ihre  Summe 
nach  [70]  ein  combinatorisches  Superposit.  Aus  den 
Elementarwerten  dieses  Superposits  können  wir  dann 
nach  [71]  beurteilen,  ob  dasselbe  den  Wert  1  annimmt, 
und  ob  daher  die  Gleichung  [75]  zu  befriedigen  ist 
oder  nicht.  Giebt  es  unter  den  Elementarwerten 
des  Superposits  keine,  die  gleich  1  sind,  so 
ist  in  dem  System  der  Prämissen  ein  Wider- 
spruch; gibt  es  aber  solche,  so  werden  diese  allein 
behalten,  um  eventuell  auch  noch  durch  Supcrposition 
fernere  Werte  zu  liefern,  die  gleich  Isind;  alle  übrigen 
aber  werden  gestrichen.  Aus  den  so  ausgewählten 
widerspruchsfreien  Werten  des  Superposits  kann 
man  dann  leicht  die  entsprechenden  widerspruchsfreien 
W(;rte  der  u  finden,  aus  denen  jene  zusammengesetzt 
sind.  Diese  Werte  der  u  werden  wir  dann  zur  Her- 
stellung der  Lösungen  benutzen.     Alle  diese  etwas  com- 


einfachere  Form  und  die  Resultante  [28']  sogar  auf  die  Identität 
1=1,  wodurch  der  Satz:  Ex  mfsris  i)articiil!uihu3  nihil  wecjuitur, 
noch  deutlicher  zum   Aufdruck  kommt. 

')   Die    Dächer    über  ilcii   u  seion   in    Zukunft  fortgelassen. 
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plicierten  Verhältnisse    werden    am    besten    an    einigen 
Beispielen  veranschaulicht. 
I.  Sei  gegeben  das  System 

x(a-|-^)-|-Ui  =  l     ,         x(,/3-f  r)  +  ii2  =  l, 
x(^  +  a)-|-U3  =  l     ,         x(a  +  ^)  +  U4  =  l. 
Aus  den  Resultanten  folgt 
u,=C/7(ä,r),ns  =  C/7(;5,ä),U3---C/7(^",T),^4  =  C/7(ä,a) 

und  hieraus  [72]  _  _  -     -  _  -  _  iTx 

u,  U3  =  C  /7(ä,  Y)  •  C  nCß.  d)  =  Cn  (ä ß,  ad,  y  ß,  Y  ?) 
U2u,  =  C/7G9,Y).C/7(ä,5]  =  C/7(^ä,^^,Yä,Töl 
Endlich  ist  nach  [701_die  Summe 
,,^  U3  +  U2  lu  =  C  r{äß-\-ßa,aß-^ßd,  aß+ya,  aß_+X^j 
ä^4-^_ä,ä<f+;3(5,  aa  +  Yä,äo  +  YO, 

Yi9  +  MY/3+i3^,Yi3  +  Tä,T^+T^ 
Y^4-^ä,YHP.T^+Tä.Tö'  +  T^) 
Die  Elemente  dieses  Superposits  sind  nun  dreierlei 
Art-    Entweder    haben    die    beiden    Summanden    beide 
Factoren  gemein,  wie  im  ersten  Element,  oder  sie  haben 
nur  einen  Factor  gemein,  wie  im  zweiten,  oder  sie  haben 
keine  Factoren  gemein,  wie  im  vierten  Element.     Nach 
[61]  sind  nun  solche  Summen   gleich    dem  Produkt  der 
gemeinsamen  Factoren  ihrer  Summanden,  also 
ä^-f/9ä  =  ä/3  und  nicht  gleich  1, 
^ß^ßd  =  ß  und  nicht  gleich  1, 

ä^-fYÖ  =  l, 
wenn  verschieden  bezeichnete  Individuen  verschieden 
sind  Es  sind  also  nur  die  Elemente  der  dritten  Art  gleich  1, 
alle  übrigen  daher  zu  streichen.  Es  bleiben  dann  nur 
zweiäi3  +  Y^  undY<5  +  ,^ä^)  und  die  SupeiTOSition 
dieser  giebt  eine  Klasse,  die  nicht  gleich  1.  Es  sind 
daher  die  einzig  brauchbaren  widerspruchsfreien  Werte 
n,u,-{-n,yi,  =  öLß-^x8  nnd  M,xi,  +  n,u,  =  y  d  +  ßä. 

i)  Bei  Suporpositeu  ist  gemäße   der  Definition  die  Reihen- 
folge der  Sunnuanden  in  den  Elementen  nicht  gleicbgdltig. 
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Da  die  Reihenfolge  der  Glieder  niemals  geändert 
wurde,  so  erkennen  wir  unmittelbar  die  beiden  wider- 
spruchsfreien Wertsysteme  der  u,  nämlich 

Uj  =  ä  ,  U2  =  Y  ,         ^^^^  Uj  =  Y  ,  U2  =  /3 

^3=/^  ,  ^i  =  o  ,  U3=<5  ,  u,=^ä 

aus  denen  wir  später    die  Lösungen   herstellen   werden. 
II.  Das  System  sei 

X  a  -|-  Ui  =  1  ,     X  («  -j-  /?)  -f  U2  =  1 

X  (;9  -h  r)  +_U3'==  1   ,     X  («  4- r)  +  U4  =:  1.  — 
ui  =öt,  U3  =  Cn(ß  y),  U2  =  C  77 (ä,  /:?),  _U4  =  C  77(ä,  yj 
ui  U3  +  U2  U4  =  Cfliäß,  äy)  +  C77  (ä,  äy,^ä,  ^y) 

=  Cr(ä^-fä;  ä/9  4-äy,  ä/9~|-/9ä,  ä/9+/jy, 

äy  +  ä,  äy  +  äy;  ^y -{- ßä,  äy+/9y) 

In  diesem    Superposit    ist    kein    Element    gleich  1, 

also    auch    kein   zusammengesetzter  Wert   [71].     Es   ist 

somit  im  System  ein  Widerspruch. 

§  33. 

Es  ist  kein  prinzipielles  Hindernis  vorhanden,  diese 
Methode  auf  ganz  allgemeine  Systeme  von  Prämissen 
auszudehnen.  Alle  Mittel,  die  zur  Ausführung  der 
dabei  vorkommenden  Rechnungen  mit  combinatorischen 
Begriffen  nötig  sind,  sind  in  §  31  gegeben. 

Sind  z.  B.  zwei  zweigliedrige  particuläre  Gleichungen 
piX-[- qiX-j-Ui  =  1  und  pox -j- qax -j- ^2  =  1  vorgelegt, 
so  ist  die  R(!8ultante  pip2  +  qiq2 -f- ^i -|-U2  =  1.  Hierin 
lässt  sich  nach  [69]  zuerst  der  eindeutige  Begriff 
p,  p2  -|-  qi  q2  mit  einer  der  combinatorischen  Negative  Ui 
oder  Uj  verbinden,  wodurch  wieder  ein  combinatorisches 
Produkt  entsteht,  welches  dann  nach  [70]  leicht  mit  dem 
andern  u  zu  einem  combinatorischen  Sujierposit  sich 
vereinigen  lässt.  Aus  diesem  werden  dann,  wie  im 
vorigen  Paragraphen,  die  widerspruchsfreien  Werte 
bestimmt. 


Oi       — 

Jedoch  schon  bei  drei  derartigen  Prämissen  erhält 
man  die  complicierte  Resultante 

PlP2P3-hUip2P3H-U2plP3-(-U3PlP2 
H-qiq2q3-K^iq2q3+U2qiq3+U3qiq24-^lU2  +  UlU3+U2U3  =  l 

und  mit  zunehmender  Zahl  der  Prämissen  nimmt  die 
Complication  ausserordentlich  zu.  Die  an  sich  schon 
umständliche  Rechnung  mit  combinatorischen  Begriffen 
wird  daher  bald  für  die  praktische  Lösung  von  Auf- 
gaben unbequem,  und  es  entsteht  das  Bedürfnis  nach 
einer  kürzeren  Methode.  —  Zu  einer  solchen  soll  uns 
die  folgende  Betrachtung  führen,  die  zunächst  wieder 
an  dem  speciellen  System  eingliedriger  particulärer 
Gleichungen  vorgenommen  sei. 

Wir  belassen  die  Resultante  in  der  Form  [74]  und 
suchen  solche  Wertesysteme  der  u,  welche  sämtliche 
binomische  Factoren  Ui-|-U2  u.  s.  w.  gleich  1  machen. 
Alle  Wertesysteme  der  u  lassen  sich  nun  zusammen- 
setzen aus  einfachsten  Wertesystemen,  in  denen  jedes 
u  gleich  der  Negation  eines  Individuums  ist.  Wir 
richten  daher  unser  Augenmerk  zunächst  auf  diese  ein- 
fachsten Systeme,  welche  Individualsysteme  genannt 
sein  mögen,  und  zwar  suchen  wir  aus  allen  möglichen 
Individualsy Sternen  die  widerspruchsfreien  d.  h. 
diejenigen,  welche  obige  Bedingung  erfüllen,  heraus. 

Sämtliche  möglichen  Individualsysteme  erhalten 
wir  nun;  wenn  wir  die  Summe 

Pi  +  P3  +  P5  +  .  .  .  +  q2  -r  q4  +  qe  +  •  •  -^      \J^ 
in  Bezug  auf  die  negativen  Individuen  als  Elemente,  in 

Hauptfactoren    (§  4)    zerlegen.     Die    Summanden    eines 

jeden    Hauptfactors    bilden    ein    Individualsystem,    denn 

die  Factoren    der  p  und  q    sind   ja    identisch    mit   den 

Elementen    der    u.     Einen    solchen    Hauptfactor    wollen 

wir  soll  reiben  in  der  Form 

wi  -\-  '".t     I    (O:,  -\-  .  .  .  -\-  o).  -{-  ö) i  -\-  (o^  -\-  .  .  .      [77  I 

wo  die  ü>  Individuen  sind  uad  ihre  Indices  anzeigen,  aus 
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welchem  der  p  bezw.  q  sie  stammen.  Unter  allen  In- 
diviclualsystemen  sind  nun  offenbar  diejenigen  die  wider- 
spruchsfreien, in  denen  kein  co  mit  geradem  Index 
gleich  irgend  einem  mit  ungeradem  Index  ist;  denn  da 
jeder  der  Factoren  in  [74],  wenn  wir  für  die  u  ein  In- 
dividualsystem  einsetzen,  aus  einem  äj  mit  geradem 
und  einem  co  mit  ungeradem  Index  besteht,  so  haben 
nach  [52J  3  alle  den  Wert  1,  wenn  die  öj  mit  geradem 
Index  von  denen  mit  ungeradem  verschieden  sind. 

Fassen  wir  daraufhin  die  Summe  [77]  ins  Auge, 
so  werden  wir  auf  eine  einfache  symholisclie  Methode 
zur  Auffindung  der  widerspruchsfreien  Individualsysteme 
hingeleitet.  Sehen  wir  nämlich  davon  ab,  dass  die  cd 
Individuen  bedeuten,  und  lassen  wir  ferner  die  Nega- 
tionszeichen fort  von  denjenigen  co,  welche  den  q  ent- 
stammen (von  denjenigen  mit  geradem  Index  also),  so 
ergibt  sich,  dass  diese  Summe  dann  vermöge  der  blossen 
Form  als  Summe  von  positiven  und  negativen  Symbolen, 
von  deren  Bedeutung  ganz  abstrahiert  wird,  den  Wert 
1  hat,  wenn  nur  irgend  eines  der  den  p  entstammenden 
0)  (mit  ungeradem  Index)  einem  der  q  entstammenden 
(mit  geradem  Index)  gleich  ist.  Wäre  z.  B.  a)i  =  a, 
a)z=zß,  iü^  =  f,  0)2  =  a,  (Oi  =  d,  a)6  =  £,  so  würde  [77] 
die  symbolische  Form 

annehmen,  und  diese  Summe  ist  formal  gleich  1,  weil 
ein  Teil  von  ihr,  (t  -\-  ä,  gleich  1   ist.  — 

Nehmen  wir  nun  diese  symbolische  Umgestaltung 
mit  allen  Ilauptfactoren  von  [76]  vor,  so  sieht  man 
leicht,  dass  aus  dem  Produkte  derselben  alle  diejenigen 
ausfallen,  deren  Summanden  in  ihrer  eigentlichen  Be- 
deutung ein  nicht  widerspruchsfreies  also  unbrauch- 
bares Individualsystcm  bildeten ,  weil  diese  Factoren 
identisch  1  werden,  und  dass  also  nur  diejenigen  Fac- 
toren   bleiben ,    (li(!    ein    widerspruchsfreies    Individual- 
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System  enthalten.  Die  symbolische  Änderung  der  Be- 
zeichnung und  Bedeutung  der  Begriffe  bewirkt  also 
unmittelbar  eine  Ausscheidung  der  unbrauchbaren  Indi- 
vidualsysteme.  Noch  leichter  zu  handhaben  wird  die 
symbolische  Methode,  wenn  wir  jetzt  anstatt  von  der 
Summe  der  p  und  q  [76J  von  der  Negation  dieser  Summe 
ausgehen.  Die  Zerlegung  in  Hauptfactoren  wird  dadurch 
in  eine  Zerlegung  in  Hauptsummanden  umgewandelt;  an 
Stelle  der  Bildung  von  Klammern  tritt  eine  Auflösung  von 
Klammern,  die  im  Allgemeinen  leichter  zu  bewerkstelligen 
ist.  Die  Individualsysteme  haben  wir  dann  in  den 
Hauptsummanden  zu  suchen.  Die  symbolische  Me- 
thode bestünde  nunmehr  in  Folgendem: 

Man  schreibe  sämtliche  Coefficienten  von  x  und  x 
in  den  gegebenen  Gleichungen  wie  die  Factoren  eines 
Produktes  neben  einander.  Die  Zeichen  der  Individuen 
in  den  Coefficienten  von  x  werden  mit  dem  Zeichen 
den  Negation  versehen.  Darauf  werde  das  Produkt  in 
seine  Hauptsummanden  aufgelöst  ohne  dabei  Rücksicht 
auf  die  eigentliche  Bedeutung  der  Begriffssymbole  zu 
nehmen  (sonst  wäre  z.  B.  das  Produkt  aus  zwei  ver- 
schiedenen Individuen  immer  0).  Jeder  Hauptsummand 
enthält  dann  ein  widerspruchsfreies  Individualsystem, 
deren  es  also  so  viele  verschiedene  giebt  als  Hauptsum- 
manden vorhanden  sind.  Erhält  das  symbolische 
Produkt  den  Wert  0,  so  zeigt  dieses  einen  Wider- 
spruch in  den  Prämissen  an.  Es  ist  zweckmässig 
bei  der  symbolischen  Rechnung  die  Reihenfolge  der 
Buchstaben  nicht  zu  ändern. 

Nach  dieser  Methode  gerechnet  gestalten  sich  die 
beiden  Beispiele  in  §  H2  sehr  viel  einfacher,  nämlich 
folgendermassen : 

I.  Das  symbolische  Produkt  der  Coefficienten  ist 
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Es  giebt  also  zwei  widerspruchsfreie  Individual- 
systenie : 

1)  (o^  =  Y  ,   w.^-=  0   ,  (o,^  =  ß  ,   co^  =  «     und 

2)  w^  =  a  ,  ü)^  =  ß  ,  ,'i),,  =  r  ,  u}^===d  .   — 

Das  Resultat  stimmt,  wenn  wir  berücksichtigen, 
dass  die  u  die  negierten  o»  bedeuten,  mit  dem  dort  ge- 
fundeneu überein. 

II.  Das   symbolische  Produkt    aus    den    Coefficienten 
des  zweiten  Beispiels  ist 

«u5  +  r)(ä  +  /5)(äH-r)  =  o. 

Es  giebt  kein  widerspruchsfreies  System  d.  h.  in 
den  Prämissen  ist  ein  Widerspruch. 

§  34. 

Diese  symbolische  Methode  nun  lässt  sich  mit  ge- 
ringen Abänderungen  auch  auf  ein  System  zweigliedriger 
particulärer  Gleichungen  übertragen.  — 

Die  Resultante  eines  solchen  Systems  erhalten  wir, 
wenn  wir  in  [27]  A  =  B  =  C  =  1  setzen.     Sie  ist 

(p+iqi+^^i)(P2+i24-u2)(P3-i  q3+u3)(P4+q4+^^4)  - 
(PiP2+qiq2+Ui+"2)(PiP3+qiq3+^^i+^i3)(PiP44-qiq4+«i+u4)- 

(P2P3+q2q3+^2+^^3)(P2P4+q2q4+^^2+^l4)- 

(P3P4+q3q4i-"3i"4^-  =  i- 

Nehmen  wir  nun  wie  in  §  32  an,  dass  die  ein- 
zelnen Prämissen  keinen  Widerspruch  enthalten,  und 
berechnen  wir  nach  [73]  aus  den  Resultanten  derselben 
die  u  als  combinntorischc  Negative,  so  ist  jeder  Factor 
der  ersten  Zeile  identisch  gleich  1  und  daher  zu  streichen. 
Die    ganze  Resultante  ist  dann 

(p,P2+qiq2-[-Ui+"2)  [21! 

(P1P3  i-q.q3+u,+u,,)(p,p,-j-(i,(i,,  I  u,  i  n^) 

(P)lVK.q4+'irf-U4)(P2P.+q2qi  hu,|-ujfp,,p,  |-q,q,i4-ii3+U4) 

=1 
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Es  ist  augenscheinlich,  dass  die  Aussicht,  ein  wider- 
spruchsfreies Individualsystem  für  die  u  zu  finden,  in 
diesem  Falle  mehr  Chancen  hat  als  im  vorhergehenden, 
denn  die  Factoren  können  jetzt  auf  zweierlei  Weise 
gleich  1  werden.  Die  allgemeine  Form  eines  Factors, 
nachdem  für  die  u  die  Werte  eines  Individualsystems 
eingesetzt  siijd,  ist  Pm  Pn  +  ^m  <ln  +  ^m  ~f"  ^^n  ^^ficl  dieser 
Ausdruck  ist  gleich  1,  erstens  wenn  Wui  =  a  und 
cüj^^  ß  verschieden  sind,  wo  dann  schon  07^  -\-  w^^rz=l 
ist  nach  [52]3,  zweitens  aber  auch,  vvenn  ü;^!  =  ö>n  =  «, 
wenn  nur  das  Individuum  a  in  der  Klasse  p^  pn  -f-  q^  q^ 
d.  h.  der  Klasse  gebildet  aus  denjenigen  Individuen, 
die  entweder  beiden  p  oder  beiden  q  gemeinsam  sind, 
vorkommt. 

Alle  möglichen  Individualsysteme  sind ,  wie  im 
vorigen    Spezialfall,    in    den  Hauptfactoren    der  Summe 

Piqi  +  P2q2  +  P3q3+P4q4  +  ...  _[79] 

enthalten,  denn  die  negativen  Individuen  der  Summan- 
den sind  identisch  mit  den  Elementen  der  u,  da  die  u 
ja  als  combinatorische  Negative  aus  den  Resultanten 
der  einzelnen  Prämissen,  Pn+ qnH- Un  =  1,  nach  [73] 
bestimmt  werden. 

Ein  Hauptfactor  von  [79]  sei 

ciJi  -\-  CÖ2  -{-  (Ö3  -\-  ä)i  -{- .  , .  [80] 

Hierin  entstammt  jedes  o)  entweder  einem  p  (Coeffi- 
cienten  von  x)  oder  einem  q  (Coefficienten  von  x), 
da  [22]  als  erfüllt  angenommen  wird ,  also  dasselbe 
(0  nicht  in  p  und  q  zugleich  vorkommen  kann.  Abs- 
trahieren wir  nun,  wie  oben,  von  der  eigentlichen 
Bedeutung  der  Begriflszeichen  und  lassen  ferner  wieder 
die  Negationszeicheii  fort  von  denjenigen  co,  die  einem 
q  entstammen,  so  stellt  die  Summe  [79],  in  ihre  Haupt- 
factoren zerlegt,  wiederum  ein  symbolisches  Produkt 
dar,  ans  denn  sich  die  Factonni,  die  kein  widersi)ruchs- 
frcics  Individualsystem  enthalten,  von  selbst  ausscheiden. 
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Es  werden  nämlich,  vermöge  der  symbolischen  Be- 
zeichnung, identisch  1  alle  Factoren,  in  denen  zwei 
gleiche  cu  vorkommen,  von  denen  das  eine  einem  p,  das 
andere  einem  q  entstammt,  und  es  bleiben  diejenigen, 
in  denen  entweder  sämmtliche  cd  verschieden  sind 
oder  die  gleichen  cu  wenigstens  beide  einem  p  oder 
beide  einem  q  entstammen. 

Vergleichen  wir  nun  diese  beiden  Bedingungen  mit 
den  beiden  oben  für  das  1-Werden  der  Factoren  von 
[78]  aufgestellten,  so  finden  wir,  dass  in  der  That  die 
übrig  bleibenden  Factoren  des  symbolischen  Produktes 
diejenigen  Individualsysteme  enthalten,  welche  sämtliche 
Factoren  von  [78]  gleich  1  machen,  also  widerspruchs- 
frei sind. 

Nachdem  wir  auch  hier ,  aus  Zweckmässigkeits- 
gründen, durch  Negation  der  Summe  [79],  die  Auflösung 
einer  Summe  in  Hauptfactoren  in  die  Auflösung  eines 
Produktes  in  Hauptsummanden  verwandelt  haben,  kön- 
nen wir  das  symbolische  Verfahren  folgendermassen 
beschreiben  : 

Man  schreibe  die  Summe  (p  -j-q)  der  Coefficienten 
von  X  und  x  einer  jeden  Prämisse  wie  die  Factoren 
eines  Produktes  nebeneinander  und  versehe  die  Indivi- 
duen der  Coefficienten  von  x  mit  dem  Zeichen  der  Ne- 
gation. Darauf  verfahre  man  ganz  wie  im  Falle  des 
§  33.  Hat  man  die  Reihenfolge  der  Begriffszeichen 
festgehalten,  so  ist  es  leicht  aus  den  gefundenen  Indi- 
vidualsystcmcn   die  Werte  der  u  direct  abzulesen. 

Wir  wenden  dieses  Verfahren  an  auf  das  Beispiel 
ni.  Es  sei  das  System 

«  X  +  iß  +  r)  X  +  u,  =  1 
^x  +  (a4-/9)x-f  u„  =  l 
(i9  +  r)xH-  «  x-fu3  =  l 

vorgelegt.      Bei    der    Aufhisung    des    symbolischen    Pro- 
duktes wollen  wir  nicht  nur  die  Reihenfolge  der  Buch- 


—    63     - 

Stäben  nicht  verändern,  sondern  auch  das  Gesetz  aa=ra 
nicht  zur  Anwendung  bringen,  weil  dann  die  Bestim- 
mung der  u  noch  erleichtert  wird.  Das  symbolische 
Produkt  ist 

-{'ßrr-^~ßr^-\-ß^r  +  ?^^^-ß~ßr^~ß~ßöL-\-'(^ß 

-fYää-fY;9ä, 

und  es  giebt  somit  zwölf  verschiedene  Individualsysteme 

der  u,  nämlich 


u^  =  ä   , 

'   u, =:y   , 

,    ^s=ß 

Ui  =  ä  ^ 

,  Ho  =  r  > 

'    "3=? 

u,=ä  , 

>   u,  =  ß   , 

'    "3  =  ? 

u.  s.  w. 
Hätten  wir  die  symbolische  Rechnung  ohne  Rück- 
sicht auf  die  Reihenfolge   und   mit   allen  Abkürzungen 
ausgeführt,  so  hätten  wir  als  Resultat 

«r  +  ^r  +  äy  +  ä^ 
erhalten,   und    auch    darin   sind    alle   Individualsysteme 
enthalten,    denn    man    kann    jeden    Summanden    durch 
einen   dritten   Factor   ergänzen  z.  B.  ay  in  ayß,  ay'ß, 
ay a  und  a^y.     Die  Werte  der  u  lassen  sich  aber  hier- 
aus nur  mit  Hülfe   der  Prämissen   bestimmen.     Im  All- 
gemeinen ist  daher  die  erste  Art  der  Rechnung   vorzu- 
ziehen.    Nur    wenn    es    sich    darum   handelt,    nicht   alle 
Individualsysteme  zu  tinden,    sondern    nur  festzustellen, 
ob    die    Prämissen    einen    Widerspruch    enthalten    oder 
nicht,  wird  man  alle  Abkürzungen  zulassen. 
Beispiel  IV.     Das  System 
«x  +  u,==l,  ^x-f  ,9x-f  U2  =  l,  ;?x  +  ax  +  u„=l, 
(a  +  ,9)x  +  u,  =  l 
enthält  einen  Widerspruch,  denn  es  ist  das  symbolische 
Produkt 

«(r  +  /3)(/9  +  ä)(ä-h^)  =  0. 
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Mit  Rücksicht  auf  die  später  (§  36)  zu  behan- 
delnde Aufgabe  der  Grleichungslösung,  müssen  wir  die 
Hauptsummanden  des  symbolischen  Produktes  noch  näher 
betrachten.  Ein  solcher  Summand  hat  die  allgemeine 
Form  a ß  y  . ..  dl  ^ . .  .,  wo  die  Individuen  ohne  Nega- 
tionszeichen den  p,  die  mit  Negationszeichen  den  q  ent- 
stammen. Die  Individuen  können  alle  verschieden  sein 
(wir  setzen  die  vollständigere  Art  der  Rechnung  (Bei- 
spiel III)  voraus),  es  können  auch  mehrere  gleich  sein, 
aber  nur  solche,  die  alle  den  p  oder  q  entstammen, 
sonst  wäre  ihr  symbolisches  Produkt  0  und  der  betref- 
fende Summand  also  bei  der  symbolischen  Rechnung 
verschwunden. 

Nehmen  wir  zunächst  an,  dass  alle  verschieden 
seien.  Da  nun  nach  [61]  ä-|-p==ä  ist,  wenn  a  unter 
den  Individuen  von  p  vorkommt,  und  ä-j-p  =  l  wenn 
a  unter  diesen  nicht  vorkommt,  so  können  wir  den 
Teil  des  Hauptsummanden,  der  die  aus  p  stammenden 
Individuen  enthält ,  mit  Hinzufügung  der  Negations- 
zeichen auch  schreiben 

ä /9  y ... =(ä+pO09+p2)  (tH-Ps) ...  C'^+pO (i+P5)(C+P6) ... 
und  aus  denselben  Gründen 

r]rC...=(ä-f-  qO(;3+q2)(Y+q3)  ...  (Hq4)(i+q5)(C+q6)  ... 
Setzen  wir  jetzt,  bloss  der  Form  wegen,  auf  der  rechten 
Seite  dieser  Gleichungen  für  a,  ß,  7-,  u.  s  w.  die  gleich- 
bedeutenden, aber  allgemeineren  und  schon  früher  für 
das  Individualsystem  angewandten  Zeichen  (o  mit  ent- 
sprechendem Index,  und  ändern  wir  zugleich  die  Form 
der  Gleichungen  durch  Negation  beider  Seiten,  so 
haben    wir 

a-|YH-r+-=P>"^i+P2^2-f  Pa''^:t+P«^'^4  1  P5^'>5  Fpe^eH-... 
o-{-e-\-C-\-:.-^({\(0x-\-f\i(0.,-]-(i^a)a-\-qiO)^  \  (\!,(0r,~\  qiO)^  |  ... 

Auf  der  rec^hten  Seite  ist  dann  nach  |40]  j(^des 
Glied  entweder  ein  Individuum  oder  gleich  0,  und  zwar 
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ist  pnö>n^o>n  wenii  qnü>n  =  0  ist  und  umgekehrt,  denn 
nach  [22]  ist  p^  q^  =  0  .  — 

Sind  mehrerelndividuen  des  Individualsystems 
einander  gleich  z.  B.  o)^  =  <o.^^r=:a,  so  ist,  wenn  sie 
den  p  entstammen,  sowohl  pi  ö>i  =  ö>t  als  p.,  w^  =  oj^  =  oij 
und  daher  auch  pjp^Wj^o^j,  und  man  kann  dann 
schreiben 

Ebenso  kann  man  im  Falle  a)^=r-.a)^=^(o^^a 

a  +  ...  =  p,p.3P3Ö>i+p,ü>,-f ...  |83] 

setzen,  und  es  hat  keine  Schwierigkeit  diese  Schreib- 
weise noch  weiter  auf  mehrere  Gruppen  gleicher  Indi- 
viduen zu  verallgemeinern. 

§  35. 

Das  allgemeinste  System  [25]  lässt  sich  jetzt  in 
Kürze  erledigen.  Nehmen  wir  wieder  an,  dass  die  ein- 
zelnen Prämissen  keinen  Widerspruch  enthalten,  ferner 
auch,  dass  in  dem  System  der  universalen  Prämissen 
für  sich  kein  Widerspruch  sei*),  so  verkürzt  sich  die 
Resultante  [27]  auf  _[84] 

(A  pj  -f-  B  q,  -f  C  +  uJ  (A  p^  +  B  q.,  -f-  C  +U2) 
(Ap3  +  Aq3-|-C  +  U3)(Ap,4.Bq,  +  C+uJ... 
(PiP2+qia2+Ui+u,)(PjP3-}-qjq3+Uj+U3)(pip,+qjq,-j-U,-}-uJ. 

(P2P3-fq2q3+U2+^3)(P2P4+q2q4+U2-f^J- 

(P3P4+q3q4+Uö+u4)-=i- 

Die  u  sind  auch  hier  aus  den  Resultanten  der  par- 
ticulären  Prämissen  bestimmt  als  combinatorische  Nega- 
tive, deren  Elemente  die  negierten  Individuen  der  ent- 
sprechenden p  und  q  sind. 


')  Ist  schon  in  diegem  System  ein  Widerspruch ,  also 
A-j-B4-C  =  0,  so  nimmt  die  ganze  Resultante  die  mit  [1]  in 
Widerspruch  stehende  Form  0=1  an,  und  jede  weitere  Unter- 
suchung ist  überflüssig. 
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Bevor  wir  nun  die  Individualsysteme  suchen,  die 
für  die  u  eingesetzt  sämtliche  Factoren  der  Resultante 
gleich  1  machen,  sollen  die  u  zunächst  dadurch  näher 
bestimmt  und  die  Anzahl  ihrer  Werte  beschränkt  wer- 
den, dass  aus  der  ganzen  Mannigfaltigkeit  ihrer  Werte 
diejenigen  ausgewählt  werden,  welche  die  erste  Zeile 
von  [84J  befriedigen.  Die  Factoren  dieser  Zeile  seien 
vorerst ,  indem  jeder  durch  den  entsprechenden 
Factor  Pn  H-  qn  -|-  Un  =  1  determiniert  wird,  auf  die  Form 
(A  -|-  Cj  pn  -j-  (B  -[-  C)  qn  -f-  Un  gebracht.  Werden  nun 
von  den  Elementen  von  Un  alle  diejenigen  fortgelassen, 
deren  Negation  nicht  unter  den  Individuen  der  Klasse 
(A  -|-  C)  pn  -|-  (B  -|-  C)  qn  vorkommt,  so  bleibt  ein  com- 
binatorisches  Negativ  von  geringerem  Wertumfang  als 
Un,  das  wir  mit  v^  bezeichnen  wollen,  und  von  dem 
jeder  Wert  die  erste  Zeile  der  Resultante  gleich  1  macht, 
so  dass  wir  diese  Zeile,  nachdem  wir  überall  v  für  u 
gesetzt  haben,  fortlassen  können. 

Der  Rest  der  Resultante  hat  dann  genau  die  Form 
von  [78],  und  setzen  wir 

(A-f  C)p„  =  rn  ,  (B-f-C)qn  =  Sn 

so  können  wir  zur  Bestimmung  der  Individualsysteme, 
die  den  Rest  der  Resultante  befriedigen,  vollständig  das 
symbolische  Verfahren  des  §  34  anwenden,  wenn  wir 
nur  überall  r  für  p  und  s  für  q  setzen ;  denn  wenn  wir 
bedenken,  dass  die  Klasse  r^  der  Klasse  pn,  und  Sj,  der 
Klasse  qn  untergeordnet  ist,  so  gelten  alle  Schlüsse,  die 
wir  dort  in  Bezug  auf  p  und  q  nuichten,  hier  für  r  uud  s. 

Die  Regel  für  die  symbolische  Methode  lautet 
also  jetzt : 

Bilde  das  Produkt  (i-,  -(-  s,)  (v^  -\-  s.J  (r,  -f-  Sj,)  ...  und 
mache  über  den  Individuen  der  s  das  Negationszeichen. 
AlUiK  übrige  bleibt  wie  früher. 

Auch    die    (jlleichungen    [<S1  .  .  !S;>|  bleiben   bestehen 
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und  behalten  ihre  Bedeutung  wenn  r  für  p  und  s  für  q 
gesetzt  wird. 

V,  Um  ein  Beispiel  auch  für  dieses  modifizierte 
Verfahren  zu  haben,  fügen  wir  zu  dem  System  in  III 
(S,  62)  noch  die  universale  Prämisse 

,9x  +  (ß-hr)x  +  a  =  l 
hinzu.     Es  wird  dann 

ri=0,  r2--=0,  r3=,3,  ^1  =  7,  «2=^«,  Sg^O 
und    das    symbolische   Produkt   reduciert    sich    auf   das 
einzige  Glied 

yäß 

d.  h.  das  einzige  widerspruchsfreie  Individualsystem  ist 

Ui  =y,  U2  =  ä,  U3  =  ^.  — 

§  36. 

Nach  der  Bestimmung  der  widerspruchsfreien  Wert- 
systeme der  u  aus  der  Resultante  hat  die  Auflösung 
eines  Gleichungssystems  nur  geringe  Schwierigkeit.  Sie 
erfordert  im  Wesentlichen  nichts  als  die  Einsetzung  der 
gefundenen  Werte  in  die  allgemeinen  Lösungsformen, 
wie  sie  in  §  23  gegeben  sind.  Doch  sind  diese  hier 
noch  einer  bedeutenden  Vereinfachung  fähig. 

Das  (einfachste)  System  eingliedriger  particulärer 
Prämissen  hat,  wenn  wir  uns  wieder  auf  vier  Prämissen 
beschränken,  die  allgemeine  Lösung  [32] 

X  =U2  U4  [pi  p3  ÜTu;  +  pi  U3  Üj  -|-  p3  Ui  Ü3  -|-  V  Ui  U3] 

Nun  ist  aber  die  Resultante  der  einzelnen  Prämissen 
pii-|-Un=l,  woraus  durch  Determination  beider  Seiten 
der  Gleichung  mit  ü„  folgt  ünPu=ü„.    Dann  ergiebt  sich 

Pl  Ps  Ui  Us+p,  U3  Üi-|-p3  Ui  a3  =  p3  Ü  i-f-pi  fl3  -|-  U3  Üi+Ui  Ü3 

=  iii  (ps  +  Us)  +  Ü3  (pl  -j-  Ui)  -1=^  üi  -f  Ü3,  denn  es  ist 

P3  +  "3  =  l  ^"d  Pl  +ui  =  l. 
Nach  dieser  Verkürzung  ist 

X  =  ua  U4  [ü,  -f  Ü3  4-  V  Ui  U3]. 
Nun     folgt    aber    ferner    aus    der    Resultante    [T5], 

5* 
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Ui  Us  -}-  U2  U4  =  1 ,  daraus  durch  Determination  mit 
üi  -|-  Ü3,  U2  U4  (üi  +  Ü3)  =  üj  -|-  Ü3,  wodurch  die  Lösung  in 
X  =  üi  -j-  Ü3  -j-  V  Ui  U2  U3  U4  und  endlich  in 

X  ^  üi  -j-  Ü3  -|-  V  Ug  U4  [85] 

übergeht.     Ebenso  ist 

X  =  Ü2  -j-  ^^i  +  ^'  Ul  U3. 

Sie  ist  leicht  für  ein  System  von  mehr  als  vier 
Prämissen  zu  verallgemeinern.  Die  besonderen  Lösungen 
erhalten  wir  nun,  wenn  wir  für  die  u  die  Werte  der 
verschiedenen  Individualsysteme  einsetzen.  Es  wird  dann 

X=Ö>X  -|- Ö>3  -|- V  0*2  W4,        X  =  Ö>2  -j- 0>4  -|- V  föi  Ö>3      [85  ^J 

Aus  dem  Resultat  der  symbolischen  Rechnung  sind 
aber  diese  unmittelbar  abzulesen,  denn  diejenigen  Fac- 
toren  der  Hauptsummanden,  die  kein  Negationszeichen 
haben,  entstammen  den  p,  entsprechen  also  den  cd 
mit  ungeradem  Index,  die  mit  Negationszeichen  ent- 
stammen den  q,  und  stellen  die  to  mit  geradem  Index  dar. 

Auf  diese  Art  hat  man  für  §  33  Beispiel  III  sofort 
die  beiden  Lösungen. 

•a.^^Y  -{-d  -{-'yßä,       x  =  ^5  -f-  a  4-  v  y  ^ 
und 

X  =  a  -|-  /^  -|-v  Y  0,        x  =  7-  -j-  <5  -j-  V  ä  ß. 

Sie  vertreten  vollständig  die  allgemeine  Lösung. 
Dass  es  nicht  mehr  als  diese  zwei  besonderen  Lösungen, 
(l.  h.  keine  aus  ihnen  zusammensetzbare  giebt,  geht 
schon  daraus  hervor,  dass  sie  einander  widersprechen : 
Das  X  der  einen  Lösung  ist  gleich  dem  x  der  zweiten. 

§  37. 

Aus  der  allgemeinen  Lösung  eines  Systems  zwei- 
gliedriger particulärer  Prämissen  [30]  erhalten  wir,  wenn 
wir  gleich  für  die  u  ein  Individualsystem  einsetzen : 

-\-Vi'^' ■/",'"  -\-  V2"\"'■/"^^  +  1':.''^'^^'"^:.  +  ^'  '"i^a'^^a 
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Nehmen  wir  zuerst  an,  dass  alle  o)  verschieden 
sind,  so  ist  nach  [52]4,  [39]  o)^7öj,=^(jJra  und  daher 
X  =  pi  p2  P3  {ü)i-\-(i)i-\-Q)i) 

-f- PlP2(^l  +  ^2) +PlP3(^l  +Ö>3)  +P2P3(ö>2-i-Ü^3) 

-\-  pia»i-j-p20ü2-|-p3a»3-}-vct>ia'2i"3 
Hierin  werden  aber  auf  der  rechten  Seite  die  beiden  ersten 
Zeilen  von  den  drei  ersten  Gliedern  der  dritten  absor- 
biert, und  es  ist  somit 

x  =  piä>i  +  P2OU2  +  P3<jy3  +  vä>i  ci>2a'3-  [86] 

Sind  zwei  Werte  des  Individualsystems  einander 
gleich  z,  B.  a»i  =  (o^,  so  wird  zunächst 

X=pip2p3(ö>l  +0^)  +Pl  P2Ö'3Ö'l+Pl  P3äilÖ>3  +  p2P3Ö'lÖ>3 

-|-P3  ü>i  ü>3  -|-  V  öii  tüs      und, hieraus  wie  oben 

x  =  pi  p2<:i»i -|-P3"'3H-Vü>läl3  [8'?] 

Sind  endlich  alle  drei  co  einander  gleich,  so  erhält 
man  durch  dieselben  Schlüsse 

x^=piP2P3ü'i-|-vä>i  [88] 

Die  entsprechenden  Ausdrücke   für  x  werden  erhalten, 
wenn  man  q  für  p  und  v  für  v  setzt. 

Durch  Vergleich  von  [86]  mit  [81],  [87]  mit  [82], 
[88]  mit  [83]  erkennt  man  sofort,  dass  auch  diese  Lö- 
sungen unmittelbar  aus  dem  Resultat  der  symbolischen 
Rechnung  abzulesen  sind.  Es  ist  x  gleich  der  Summe 
der  nicht  mit  dem  Negationszeichen  versehenen  Indi- 
viduen in  jedem  Hauptsummanden,  vermehrt  um  eine 
unbestimmte  Menge  der  übrigen. 

Einige  Lösungen  vom  Beispiel  HI  in  §  34  sind 

darnach 

x  =  aH-r  +  /5-[-v  ,  x  =  väY^ 

xr=^a-|-;--|-v  ,  x  =  väY 

x  =  a-i-r-|-V        ,  x  =  /9-|-väY 

u.  s.  w. 

§  38. 
Die  Lösungen  des  allgemeinen  Systems  haben  nach 
[34]  die  Form 
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X  =  ( A  +  C)  [pi  pa  P3  (a>i  -\-Wi-{-  0J3) 

+  PlP2<^3(ö>lH-i^2)+PlP3<^2(0>l-f  Ö^3)+P2P3Ö>l(0y2+">3) 
-|-  piCÜ2ä>3Ö>i  -}-p2Ö>l"^3Ö>2-i-p3f^l0t>2tt'3]-|-(A-}-vC)ö>i(;y2i"3  5 

WO  für  die  u  die  Werte  eines  Individualsystems  einge- 
setzt sind.  Wir  können  uns  nun  jedes  p  einzeln  durch 
das  vor  der  Klammer  stehende  A  -f  C  determiniert 
denken  und  dann,  wie  in  §  35,  r^  für  (A  +  C)  pn 
schreiben.  Es  wird  dann 
X  =  ri  r2  rs  {oJi  -f-  ü>2  -|-  (03) 
+  r,  i\,  W3  (ö>,+ a>2)  +  r,  rg ^,  (coj  +  W3)  +  r^ Tg Zi^  (^2  +  ^3)_ 

Der  erste  Teil  der  Lösung-  stimmt  der  Form  nach  voll- 
ständig überein  mit  der  Lösung  im  vorhergehenden 
Specialfall,  und  er  lässt  auch  unter  den  verschiedenen 
Bedingungen  dieselbe  Umformung  zu.  Nach  §  35  kann 
man  daher  auch  diesen  Teil  der  Lösung  aus  dem  Resultat 
der  symbolischen  Rechnung  wie  oben  ablesen.  Der 
zweite  Teil,  (A  -f-  v  C)  äji  0)2  ä>3  besteht  in  der  allgemeinen 
Lösung  der  universalen  Prämissen,  determiniert  durch 
die  ganzen  Hauptsummanden  der  symbolischen  Summe, 
nachdem  darin  sämtliche  Individuen  negiert  wurden. 
Das  Beispiel  V  in  §  35  hat  darnach  die  Lösung: 
■s,  =  ß-\-yd  ,         ^  =  Y-\-a-\-\d. 

§  39. 

Die  in  §  7  gestellten  Aufgaben  sind  damit  im 
Wesentlichen  gelöst,  obgleich  das  Problem  immer  noch 
einer  Verallgemeinerung  fähig  ist.  Zunächst  kann  das 
System  der  Prämissen  mehr  als  eine  Unbekannte'  ent- 
halten, ferner  brauchen  offenbar  die  Coefficienten  nicht 
Individuensummen  zu  sein,  sie  können  auch  alle  oder 
teilweis  Negationen  solcher  (Negative)  darstellen.  Die 
erste  dieser  Erweiterungen  werdcji  wir  unten  gelegentlich 
(S.  82,  Anm.  *)  berühren,  von  der  zweiten  sei  hier  nur  der 
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einfachste   und    wichtigste   Fall   behandelt,    weil    davon 
unten  Gebrauch  zu  machen  ist. 

Angenommen  es  kämen  unter  den  Prämissen  auch 
universale  Elementargleichungeu  von  der  Form  [7J  vor, 
in  denen  der  Coefficient  d  keine  Individuensumme  son- 
dern ein  Negativ  sei.  Durch  Negation  der  ganzen 
Gleichung  würden  Avir  dann  eine  neue  von  der  Form 

erhalten   und    diese  Form   wollen    wir   hier    zu   Grunde 
legen.     Sie  lässt  sich  auflösen  in  das  System 
xa=0,  x^=0,  x7-=0,  ...,  xC-=0 
und  dieses  wiederum  ist  nach  [42]  aequivalent  mit 
xa^üi,x^  =  Ü2,x;-=:üg, ...,  xC^=Üe  . 
Jede  universale  Prämisse  von  obiger  Form  ist  also 
umformbar  in   ein  System    particulärer   Urteile,   welche 
unter  die  bisher  abgeleiteten  Regeln  fallen. 

§  40. 

Auf  eine  weitere  Ausführung  der  angeregten  Pro- 
bleme müssen  wir  hier  verzichten.  Die  folgenden  Para- 
graphen sollen  nur  schon  behandelten  Aufgaben  ge- 
widmet sein,  dieselben  jedoch  aus  einem  Gesichtspunkte 
betrachten,  aus  welchem  die  gewonnenen  Resultate  an 
Anschaulichkeit  gewinnen  und  wobei  überdies  sich 
einige  Hülfssätze  ergeben  werden,  die  für  die  praktische 
Lösung  von  Aufgaben  unentbehrlich  sind. 

Wir  beginnen  wieder  mit  der  Betrachtung  des 
Systems  eingliedriger  particulärer  Prämissen ,  welche 
wir  hier  in  der  Form 


xpj=|=0     , 

,      xq,=|=0 

X  p,  =1=  0     , 

,      xq,=|=0 

xp,.H=o   , 

,      xq,=|=0 

u.  s.  w. 
schreiben  wollen.     Die  p  und  q  sind  Individuensummen. 
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Es  soll  ein  Wert  für  x  gefunden  werden,  der  gleich- 
zeitig alle  diese  Ungleich ungea  befriedigt  d.  h.  von  der 
Beschaffenheit,  dass  alle  Ausdrücke  xpj,  xpg, ... ,  xqg, 
xq^, ...  reale  Klassen  darstellen. 

Ein  X,  das  die  erste  Colonne  oder  ein  x,  das  die 
zweite  für  sich  befriedigt,  kann  immer  gefunden  werden. 
Es  ist  nur  nötig  aus  jedem  p  bezw.  q  ein  Individuum 
zu  entnehmen  und  daraus  eine  Summe  zu  bilden.  Ist 
diese  Summe  s  bezw.  s',  so  ist 

x^  =  s  +  u 
eine  Lösung  der  ersten  Colonne, 
Xg  ^=  s'  -)-  V 
eine  Lösung  der  zweiten  Colonne,  wobei  u  und  v  ganz 
willkürliche  Klassen  sind. 

Es  fragt  sich  jetzt  nur  ob  diese  beiden  Lösungen 
der  einzelnen  Colonnen  auch  eine  gemeinsame  Lösung 
beider  darstellen,  was  offenbar  dann  der  Fall  wäre, 
wenn  x^  =  X2  oder 

8-j-u  =  s'v  und  s'-j-v=sü  ist. 

Daraus  folgt  durch  Determination  mit  s:  bezw.  s' 
s  s'  -}~  s'  u  =  0  und  s  s'  -{-  s  V  =  0,  oder  s  s'  =  0 ,  s'  u  =  0, 
sv=0.  Diese  drei  Bedingungen  müssen  also  erfüllt 
sein,  wenn  die  beiden  Lösungen  der  einzelnen  Colonnen 
eine  Lösung  des  ganzen  Systems  darstellen  sollen. 

Die  beiden  letzten  sind  nun  unter  allen  Umständen 
erfüllbar.  Es  folgt  aus  ihnen  nämlich  durch  Negation 
8'-|-ü-^l,8-|-v=l  und  daraus  durch  Determination 
mit  u  bezw.  v,  us'=:u  und  vi=:v,  und  werden  diese 
Ausdrücke  (;ben  für  u  und  v  gesetzt,  so  genügt 

X,  =8-|-u8'  und  X2  =  s'-}-vs  [S0| 

der  Gleichung  x,  --^'x.^,  falls  nur  noch 

88'  =  0  jOO] 

ist.  Um  daher  alle  Lösungen  zu  erhalten  hat  man  aus 
allen  8  und  s',  die  man  bildiui  kann,  diejenigen  auszu- 
wählen, welche  dieser  Bedingung  genügen,  und  die  not- 
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wendige  und  hinreichende  Bedingung  der  Lösbarkeit 
des  Systems  ist  die  Existenz  von  mindestens  einem  Paar 
s  und  s',  welches  s  s'  =  0  erfüllt. 

Die  Uebereinstimmung  dieser  Lösung  mit  der  in 
§  36  abgeleiteten  ist  leicht  nachgewiesen.  Die  Indivi- 
duensummen s  und  s'  zusammen  bilden  das,  was  wir 
dort  ein  Individualsystem  nannten,  und  zwar  entsprechen 
die  Individuen  von  s,  als  den  p  entstammend,  den  o 
mit  ungeradem  Index,  die  von  s',  als  den  q  entstam- 
mend, den  ü)  mit  geradem  Index.  Wie  ein  widerspruchs- 
freies Individualsystem  dadurch  charakterisiert  ist,  dass 
kein  co  mit  geradem  Index  einem  mit  ungeradem  gleicht, 
so  geben  auch  hier  nur  diejenigen  Paare  von  Individuen- 
sammen  s  und  s'  Lösungen,  welche  der  Bedingung  [90] 
genügen.  Setzen  wirsr=:öii  -\-o}z-\- .--j^'  =  o)2-{- o)i-\- ... 
in  [89]  ein,  so  ergeben  sich  die  Formeln  [85^],  — 


Betrachten  wir  jetzt  ein  System  zweigliedriger  par- 
ticulärer  Prämissen, 


Pl 

X  4-  q,  X  = 

1=0     , 

P2 

X  -}-  qa  X  = 

1=0= 

Ps 

x-fqsx^l 

=  0     , 
u. 

s. 

Pi 

xH-q4X=| 

=  0 

welche  der  Bedingung  [22]  genügen. 

Das  Verfahren  bei  der  Aufsuchung  einer  Lösung 
ist  dann  nur  insofern  von  dem  obigen  verschieden,  als 
jetzt  nicht  s  aus  jedem  p,  auch  nicht  s'  aus  jedem 
q  ein  Individuum  zu  enthalten  braucht ;  es  genügt  viel- 
mehr, wenn  nur  aus  jeder  Prämisse,  also  entweder 
aus  dem  p  oder  aus  dem  q  ein  Individuum  entnommen 
und  dieses  dem  s  oder  dem  s'  zugeteilt  wurde,  je  nach 
dem  es  dem  ersten  oder  dem  zweiten  Coefficienten  ent- 
stammte. Bezeichnen  wir  daher  mit  a>n  ein  Individuum 
das  in  der  Klasse  p„  -|-  qu  vorkommt,  so  können  wir 

S    r=r  ö>,    p,    -|-  ü>2  pa  -|-  Ws  p8  -f  ^^4  p  ,  -|-  .  .  . 

S'  =  ö>l  qi  +  <^2  q2  -f  ö>:»  qs  +  <W4  q4  -f  ,  • . 
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schreiben,  denn  da,  der  Bedingung  [22]  gemäss,  kein 
p  mit  einem  q  von  gleichem  Index  ein  Individuum  ge- 
mein hat,  so  ist  von  den  Ausdrücken  Wn  pn  und  cü„  qn 
sicher  der  eine  gleich  co^  der  andere  gleich  0.  Welcher 
von  beiden  0  und  welcher  «Wn  ist ,  ist  unzweifelhaft, 
wenn  von  den  Coefücienten  pu  und  qn  der  eine  selbst 
0  ist,  d.  h.  wenn  im  System  auch  eingliedrige  Prämis- 
sen vorkommen,  was  nicht  ausgeschlossen  sein  soll. 
Selbstverständlich  müssen  s  und  s'  auch  hier  der  Be- 
dingung [90]  genügen,  wenn  sie  zur  Bildung  einer 
Lösung  des  Systems  verwendbar  sein  sollen. 

Bei  dem  Nachweis,  dass  auch  diese  Lösungen  mit 
den  in  §  36  gegebenen  identisch  sind,  müssen  wir,  wie 
dort  unterscheiden,  ob  alle  co  verschieden,  oder  ob  sich 
darunter  gleiche  finden.  Nehmen  wir  zunächst  das 
erstere  an,  so  können  wir  s  und  s'  in  der  obigen  Form 
lassen.  Ihre  Einsetzung  in  [89]  gibt  dann  ohne  Weiteres 
die  Lösungsform  [86].  —  Ist  a>ir=ü>2,  d.  h.  das  aus 
der  Klasse  pi  -|-  qi  gewählte  Individuum  gleich  dem  aus 
P2  +  ^2  gewählten,  so  ist  es ,  falls  es  zu  s  gehört,  den 
Klassen  pi  und  p2,  falls  es  zu  s'  gehört,  den  Klassen 
qi  und  q2  gemein ;  anders  ausgedrückt,  es  kommt  ent- 
weder in  der  Klasse  pi  pa  oder  in  qi  q^  v  or,  und  wir 
können  daher  schreiben 

8  =  Cüx  p,  p2  +  <'^i  l':i  -f  ^'^1  Pl  +  •  •  • 
S'  =  COi  qi  i{i  -{-  W^  (l3  +  0>,  ([4  -|-  •  •  • 

Die  Einsetzung    dieser   Werte    in   |89]    crgicbt  die 
Lösuugsform     [87].    —    Sind     drei    Individuen     gleich, 
(Ol  z=:  0)2  =  (o,i,  so  führen  ganz  analoge  Schlüsse  auf 
S    =<0,  l»,  po  j);,  -f  w,  p4  +  •  •  • 
S'  =  (Ol  (|i  q2  qs  +  o)^  q,  -f  .  .  . 
und  die    Substitution    dieser  Ausdrücke   in  [89]  erzeugt 
die  Lösungsform  [88]  u.  s.  w. 

Die  zweckmässigste  Methode  die  s  und  s'  zu  bilden, 
bei  einem  System    das   beliebig    aus    eingliedrigen    und 
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zweigliedrigen  particulären  Prämissen  gemischt  sein  mag, 
ist  folgende : 

Man  bilde  alle  Combinationen  der  p  unter  sieb, 
sowie  der  q  unter  sieb.  Aus  den  Elementen  jeder 
Combination  bilde  man  darauf  Produkte.  Von  diesen 
kann  man  von  vorn  herein  alle  verwerfen,  die  den  Wert 
0  haben.  Die  übrigen  stellt  man  dann  in  der  Weise 
mit  dem  System  der  Prämissen  zusammen,  dass  die 
Produkte  denjenigen  Gleichungen  zugeordnet  Averden, 
aus  denen  sie  einen  Coefficienten  enthalten.  Ein  Produkt 
aus  drei  Factoren  pi  p2  ps  z.  B,  wäre  also  dreien  der 
Prämissen  zugeordnet.  Daraus  ergiebt  sich  von  selbst, 
dass  zweigliedrigen  Gleichungen  immer  zugleich  ein 
Produkt  der  p  und  ein  gleichgebildetes  Produkt  der  q 
zugeordnet  ist.  Derartige  Produktepaare  sollen  daher 
zu  einer  Summe  fest  verbunden  werden.- — Eine  Gruppe 
von  solchen  Produkten  bezw.  Summen  von  je  zwei 
Produkten,  wollen  wir  nun  dann  eine  vollständige 
nennen,  wenn  jede  Ungleichung  des  Systems  in  der 
Gruppe  einen  zugeordneten  Repräsentanten  besitzt.  — 
Entnimmt  man  dann  jedem  Componenten  einer  voll- 
ständigen Gruppe  ein  Individuum  und  sondert  die, 
welche  den  p,  von  denjenigen,  welche  den  q  entnommen 
wurden,  so  ist  die  Summe  der  ersteren  ein  s,  die  Summe 
der  letzteren  ein  s'.  Aus  den  s  und  s'  sucht  man  darauf 
diejenigen  Paare  heraus,  welche  der  Bedingung  [90] 
genügen.  Dabei  beginnt  man  am  zweckmässigsten  bei 
denjenigen  vollständigen  Gruppen ,  welche  aus  den 
Combinationen  der  höchsten  Klassen  zusammengesetzt 
sind,  denn  die  zugehörigen  s  und  s'  haben  am  wenig- 
sten Individuen. 

Eine  praktische  Methode,  geeignet  um  alle  Lösungen 
eines  Systems  zu  finden,  ist  die  beschriebene  nicht,  da 
ihre  vollständige  Durchführung  immer  ein  mehr  oder 
minder     compliciertes     Cumbinatiousverfahren     bleiben 
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muss.  Während  ihr  also  in  dieser  Beziehung  das  rein 
mechanische  Verfahren  der  symbolischen  Methode  über- 
legen ist,  eignet  jene  sich  wiederum  mehr,  wo  es  sich 
um  eine  vorläufige  Orientierung  über  eine  Aufgabe  han- 
delt, ohne  dass  eine  systematische  Durchführung  nötig 
wäre.  Bei  nur  geringer  Übung  in  ihrer  Handhabung 
ermöglicht  sie  uns  durch  ihre  Anschaulichkeit,  oft  auf 
den  ersten  Blick  einzelne  Lösungen  zu  erkennen.  — 

§  41. 

Es  möge  sich  eine  Reihe  von  Sätzen  und  Regeln 
speciellerer  Art  anschliessen,  welche  bei  der  praktischen 
Lösung  von  Aufgaben  von  Nutzen  sein  können. 

1)  Ein  System,  das  universale  und  particuläre  Prä- 
missen enthält,  wird  oft  mit  Vorteil  in  zwei  Teilsysteme 
von  gleichartigen  Prämissen  zerlegt.  Auch  die  parti- 
culären  Prämissen  kann  man  unter  Umständen  noch  in 
eingliedrige  und  zweigliedrige  teilen,  und  für  jedes  Teil- 
system besonders  die  Lösungen  Sachen.  Hat  man  näm- 
lich die  Lösungen  dieser,  so  sind  sie  leicht  nachträglich 
zu  vereinigen. 

Die  gemeinsame  Form  aller  Lösungen  ist  j  a  x  =  a  -|-  v  c, 
und  eine  solche  kann,  was  auch  a  und  b  für  Begriffe 
seien,  immer  als  Lösung  einer  Gleichung  ax-|-bx-j-c  =  l 
in  Normalform  angesehen  werden,  wo  also  [6]  b  =  äc 
ist.     Hat  man  daher  die  Lösungen  der  Teilsysteme 

Xi=ai-fuci     ,     X2  =  a^-|-vc2 
so  ist  die  Lösung  der  vereinigten  Systeme 

X  =  a,  a^  -|-  aj  Cg  +  a^  c,  -|-  w  c,  c^ , 
denn  dies  ist  die  Lösung  des  Systems 

xa, -fxb, -f  c,  =  1     ,     xa^+xb,^  4-02=1  . 

Hat  daher  schon  ein  Teil  des  Systems  keine  Lö- 
sung d.  h.  steckt  in  ihm  schon  ein  Widerspruch,  so  hat 
das    ganze  System   gewiss    keine.     So    kann   man  z    B. 
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von  vornherein  ein  System  verwerfen,  in  dem  die  beiden 
Prämissen  ax=|=0  und  «x=|=0  vorkommen. 

2)  Ein  System  oder  Teil  eines  Systems,  der  nur 
aus  zweigliedrigen  Prämissen  besteht,  hat  immer  Lö- 
sungen ;  ein  Widerspruch  zwischen  solchen  Sätzen  ist 
unmöglich. 

Bildet  mau  nämlich  ein  s  indem  man  aus  jedem  p 
ein  Individuum  ganz  willkürlich  herausgreift,  so  giebt 
dieses  s  immer  eine  Lösung,  da  man  dann  s'  :=  0  setzen 
kann. 

Die  Lösung  ist  also 

x  =  s-|-v     ,     x^us. 

Bestehen  die  p  aus  mehr  als  einem  Individuum,  so 
kann  man  auf  diese  Weise  mehrere  .  Lösungen  finden. 
Jedenfalls  aber  hat  das  System  noch  eine  analog  aus 
den  q  gebildete  Lösung, 

X  =  V  s'     ,     X  =  s'  H-  u  .   — 

3)  Kommen  in  einem  System  eingliedriger  parti- 
culärer  Urteile  gewisse  Individuen  nur  in  den  p  oder 
nur  in  den  q  vor,  ist  also  die  Summe  der  p  nicht  gleich 
der  Summe  der  q,  so  kann  man  einen  Teil  der  Lösungen 
immer  dadurch  finden,  dass  man  zunächst  diejenigen 
Urteile,  welche  jene  nur  in  der  einen  Kategorie  vor- 
kommenden Individuen  enthalten,  bei  Seite  lässt,  und 
die  Lösungen  des  Restes  sucht.  Hat  man  nämlich 
ein  s  und  s'  des  Restes  gefunden,  welche  ss'  =  0  be- 
friedigen, so  braucht  man  nur  zu  s  diejenigen  Indivi- 
duen zu  addieren,  welche  den  bei  Seite  gelassenen  Prä- 
missen mit  positivem  x,  und  zu  s'  diejenigen,  welche 
den  Prämissen  mit  negativem  x  ausschliesslich  eigen 
sind,  um  ein  f  und  f  zu  haben,  welche  dem  ganzen 
System  genügen. 

Auf  diese  Weise  kann  man  unter  Umständen  die 
Lösung  eines  Systems  auf  die  einer  einzigen  Ungleich- 
ung reduciercu,  z.  B.  wenn 
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P3  =  r  +  o  ;  ^4  =  1^  +  0  +  ^  ist- 
Man  kann  dann  zuerst  q^  weglassen,  weil  es  e  aus- 
schliesslich enthält.  Aus  dem  Rest  kann  man  darauf 
Pg  streichen,  weil  ausschliesslich  in  ihm  d  vorkommt. 
Endlich  kann  man  von  dem  dann  bleibenden  Rest 
Y)y^=a-{-ß  ,  q^2^=ct-\-T  noch  eine  Grösse  nach  Belieben 
z.  B,  q2  fortlassen,  so  dass  nur  ct-\-ß  bleibt  d.  h.  nur 
das  Urteil  (a  -f-  ß)  x  =\=  0  zu  erfüllen  ist.  Aus  den  Lö- 
sungen dieses  Urteils  können  wir  dann,  rückwärts  schrei- 
tend ,  einen  Teil  der  Lösungen  des  ursprünglichen 
Systems  ableiten. 

4)  Bezeichnen  wir  mit  n  (a)  die  Anzahl  der  in  der 
Klasse  a  vorhandenen  Individuen,  mit  nj,  und  n^  die 
Anzahl  der  p  bezw.  q,  welche  in  dem  System  der  ein- 
gliedrigen Prämissen  vorkommen. 

Es  hat  dieses  dann  immer  Lösungen,  wenn  eine  der 
Bedingungen 

n  (p)  >  Uq      oder     n  (q)  >  Up 
auch   für   dasjenige  p    bezw.  q   erfüllt  ist,    welches    die 
kleinste  Anzahl  der  Individuen  enthält. 

Denn  sei  z.  B.  die  erste  Bedingung  erfüllt,  und 
wählen  wir  ganz  nach  Belieben  aus  jedem  q  ein  Indi- 
viduum, so  hat  das  so  entstandene  s'  mindestens  ein 
Individuum  weniger  als  jedes  p,  und  wir  können  also 
aus  diesen  überzähligen  Individuen  ein  s  bilden,  das 
die  Bedingung  [90]  erfüllt. 

Der  einfachste  Specialfall  ist  der,  wenn  Up  oder  Uq 
gleich  1  ist  und  zugleich  jedes  q  bezw.  p  mehr  als  ein 
Individuum  enthält,  denn  es  ist  dann  n  (q)  >>  1  bezw. 
n(p)>l.  - 

5)  Es  sei  die  Aufgabe  gestellt  aus  gegebenen  In- 
dividuen die  Coeflicienten  eines  Systems  eingliedriger 
paiticulärer  Urteile  zu  bilden,  das  keinen  Widerspruch 
enthalte. 
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Man  bilde  aus  den  gegebenen  Individuen  a,  ß,  f,  d,  ... 
alle  Combinationen.  Je  zwei  der  Combinationen  sind 
nun  immer  complementär,  d.  h.  die  Elemente  der 
einen  ergänzen  die  der  anderen  zu  der  Gesamtheit  der 
vorgelegten  Elemente.  Bei  vier  Individuen  sind  z.  B. 
complementäre  Combinationen :  a  ßy  ^^^  o,  uf  und  ß  o 
u.  s.  w. 

Bildet  man  nun  die  p  und  die  q  so,  dass  man  jedem 
p  ein  Element  einer  der  Combinationen,  jedem  q  ein 
Element  der  complementären  Combination  zuerteilt,  fürs 
Übrige  ganz  nach  Willkür  noch  Elemente  zu  den  p  und 
q  hinzufügt,  so  muss  das  aus  diesen  p  und  q  gebildete 
System  von  Urteilen  notwendig  ein  lösbares  sein. 

Umgekehrt  ergiebt  sich  nun  daraus  eine  Bedingung 
der  Lösbarkeit  eines  vorgelegten  Systems  eingliedriger 
particulärer  Urteile:  Die  Individuen  müssen  in  der 
Weise  auf  die  p  und  q  verteilt  sein,  dass  mindestens 
eine  der  Combinationen,  die  man  durch  Auswahl  von  je 
einem  Individuum  aus  jedem  p  bilden  kann,  einer  ebenso 
aus  den  Individuen  der  q  gebildeten  Combination  com- 
plementär ist.  Dabei  braucht  nur  der  Rest  (No.  3)  in 
Betracht  gezogen  zu  werden,  denn  wenn  es  für  den 
Rest  möglich  ist  auf  diese  Art  complementäre  Combina- 
tionen zu  bilden,  ist  es  offenbar  auch  für  das  ganze 
System  möglich. 

Diese  Bedingung  ist  für  ein  System  eingliedriger 
Urteile  notwendig  und  hinreichend,  kommen  aber  in  dem 
System  auch  zweigliedrige  Urteile  vor,  so  ist  sie  nicht 
einmal  notwendig.  Es  genügt  dann,  wenn  sie  nur  für 
eine  solche  Zusammenstellung  von  p  und  q  erfüllt  ist, 
die  aus  jedem  Urteil  entweder  das  p  oder  das  q  ent- 
hält, so  dass  nur  jedes  Urteil  in  der  Zusammenstellung 
mit  einem  Coefticienten  vertreten  ist. 

Enthalten  die  p  und  q  eines  Systems  eingliedriger 
Urteile  zusammen  nur  drei  verschiedene  Individuen,  so 
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ist  die  Bedingung  der  Lösbarkeit,  dass  eines  der  drei 
Individuen  entweder  in  jedem  p  oder  in  jedem  q  vor- 
kommt (falls  nicht,  was  allgemein  ausgeschlossen  sei, 
das  ganze  System  nur  aus  Urteilen  mit  einerlei  x  be- 
steht), mit  anderen  Worten,  dass  entweder  das  Produkt 
aller  p  oder  das  aller  q  real  sei.  Sonst  wäre  es  näm- 
lich unmöglich  complementäre  Combinationen  zu  bilden. 
Ähnliche  Bedingungen  der  Lösbarkeit  sind  auch  für 
ein  System,  dessen  Coefficienten  mehr  als  drei  Indivi- 
duen enthalten,  leicht  aufzustellen.  — 

§  42. 

Um  nun  auch  von  der  Art  der  Anwendung  der 
bisher  ganz  abstract  behandelten  Regeln  eine  Anschau- 
ung zu  geben,  und  um  zugleich  den  Beweis  zu  liefern, 
dass  es  rein  logische  Aufgaben  giebt,  die  durch  die,  der 
älteren  Logik  zu  Gebote  stehenden  Mittel  nicht  gelöst 
werden  können,  sei  ein  dem  täglichen  Leben,  nämlich 
dem  Kartenspiel  entnommenes  Beispiel   angeschlossen. 

Wir  nehmen  ein  Spiel  von  32  Karten,  wie  das 
Skatspiel,  an  und  bezeichnen 

Trefle  T,  Pique  P,  Coeur  H,  Carreau  K, 
As   a,    König  k,    Dame   d,    Bube  b.    Zehn   z.    Neun   9, 
Acht  8  und  Sieben  7. 

Das  ganze  Kartenspiel  wird  dann  dargestellt  durch 
das  Produkt 

(Tf  P-|-H  +  K)(a  +  k-fd  +  b-fzH-9  +  8  +  7), 
das  nach  Auflösung  der  Klammern  eine  Summe  aus 
Produkten  je  eines  grossen  Buchstaben  mit  einem  kleinen 
Bu(;hstaben  bezw.  einem  Zahlzeichen  darstellt.  Diese 
Ilauptsummanden  sind  die  Individuen,  nämlich  die  ein- 
zelnem Karten  des  Spieles,  z.  B.  bedeutet  Ta  die  Karte 
Trefle-As. 

Wir  nehmen  drei  Spieler  an,  deren  jeder  im  An- 
fang   des   Spieles    10    Karten    bekommt.      Die    übrigen 
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beiden  Karten  werden  verdeckt  auf  den  Tisch  (in  den 
Skat)  gelegt.  Das  Spiel  geht  in  der  Weise  vor  sich, 
dass  die  Spieler  der  Reihe  nach  eine  ihrer  Karten  offen 
auf  den  Tisch  legen,  wobei  gewisse  Spielregeln  beo- 
bachtet werden  müssen.  Jeder  kundige  Spieler  ver- 
mag nun,  unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Spielregeln 
wirklich  befolgt  werden,  aus  der  Art  wie  die  Karten 
fallen,  Urteile  über  das  Vorhandensein  gewisser  Karten 
oder  Karten gattungen  in  den  Händen  seiner  Mitspieler 
aufzustellen.  Er  schliesst  z.  B.  daraus,  dass  einer  nicht 
bedient  d.  h.  zu  einer  aufgelegten  Karte  keine  derselben 
Gattung  hinzulegt,  dass  der  Betreffende  keine  Karte  von 
der  verlangten  Art  habe.  Diese  Bildung  von  Urteilen 
entspricht  dem  Ansätze  algebraischer  Gleichungen, 
auf  Grund  bestimmter  Beobachtungen.  Sie  ist  eine  syn- 
thetische Urteilsbildung  d.  h.  eine  ursprüngliche 
„Zusammensetzung"  von  Beobachtungen  zu  Urteilen.  Ihr 
folgt  die  analytische  Urteilsbildung  d.  h.  die  Ab- 
leitung neuer  Urteile  aus  den  nunmehr  gegebenen,  nach 
den,  für  das  betreffende  Beobachtungsgebiet  geltenden 
formalen  Gesetzen :  die  Autlösung  der  Gleichungen,  das 
Schliessen  aus  den  gebildeten  Prämissen. 

Nachdem  fünf  Gänge  des  Spiels  gemacht  d.  h. 
fünfmal  drei  Karten  gefallen  sind,  wird  man  im  Allge- 
meinen schon  so  viele  Urteile  aufgestellt  haben  können, 
dass  man  aus  diesen  auf  analytischem  Wege  eine  ziem- 
lich genaue  Vorstellung  von  der  Verteilung  der  Karten 
in  den  Händen  der  Mitspieler  gewinnen  kann;  diese  zu 
ermitteln  ist  ja  die  Aufgabe  der  Spieler.  —  Wir  wollen 
uns  daher  das  Spiel  nach  dem  fünften  Gange  unter- 
brochen denken  und  uns  die  logische  Aufgabe  stellen, 
aus  den  syntlietischen  Urteilen,  welche  bis  dahin  einer 
der  Spieler,  an  dessen  Stelle  wir  uns  setzen,  gebildet 
hat,  die  Verteilung  der  Karten  auszurechnen. 

Für    den   Urteilenden   setzen    wii-   ein    unfehlbares 

6 
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Gedächtnis  voraus;  er  kann  es  ja  nötigenfalls  durch 
schriftliche  Aufzeichnungen  unterstützen.  Er  kennt  dann, 
ausser  den  5  Karten,  die  er  noch  selbst  in  der  Hand 
hat,  die  15  Karten,  die  schon  aus  dem  Spiel  sind.  Da 
er  aber  auch  die  32  Karten  des  ganzen  Spieles  kennt, 
so  kann  er  leicht  die  12  Karten  ermitteln,  die  noch  auf 
seine  beiden  Mitspieler  und  den  Skat  verteilt  sind.  Sie 
bilden  drei  Klassen,  von  denen  zwei  aus  je  5,  die  dritte 
aus  2  Individuen  besteht.  Erstere  seien  X  und  Y,  letz- 
tere Z  genannt. 

Da  es  sich  ja  nur  um  diese  drei  Klassen  handelt, 
so  wollen  wir,  um  zugleich  die  Aufgabe  nach  Möglich- 
keit zu  vereinfachen,  sie  allein  zum  Denkbereich  machen, 
also 

X-f  Y  +  Z=l 
setzen.     Daraus  und  aus  dem  Umstand,    dass  alle    drei 
Klassen  sich  gegenseitig  ausschliessen,  also  XY  =  XZ::=: 
YZ  =  0  ist,  folgt 

X  =  Y-f  Z. 

Wir  können  daher  die  Aufgabe,  welche  eigentlich 
drei  Unbekannte  enthält,  als  eine  solche  mit  nur  einer 
Unbekannten  betrachten,  indem  wir  Y  und  Z  zu  X  zusam- 
menfassen. Wir  wollen  eine  solche  Form  der  Prämissen 
voraussetzen,  dass  wir  ohne  weitere  Umformung  X  ein- 
führen können,  also  Y  und  Z  nur  zur  Summe  Y  -j-  Z 
verbunden  vorkommen.  Hätten  die  Prämissen  nicht  die 
Form,  so  könnte  man   dieselbe  herstellen  '). 

Bei  dem  Spiele  nun,  das  wir  betrachten  wollen, 
seien  die   12  Karten,  die  den  Denkbereich  ausmachen-), 

Tz,  Td,  T7,  Pz,  Pk,  Pd,  P8,  Hb,  Hz,  H9,  Kb,  K9. 

')  Hierauf  beruht  die  Methode  der  Lösung  von  Gleichungs- 
systemen  mit  mehreren  Unbekannten :  Man  formt  das  System 
um  in  ein  solches  mit  je  nur  einer  der  Unbekannten,  und  führt 
dies  der  Reihe  nach  für  alle  Unbekannten  durch. 

*)  Die  Summe  allnr  übrigen  Karton  setzt  man  also  gleich 
0.     Darin  liegt  kein  Widerspruch  mit  der  Definition  (§  25),  wo- 
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lieber   die  Verteilung    derselben    seien    nach    dem 
fünften  Gange  folgende  6  Urteile  aufgestellt: 

1)  X  hat  einige  T. 

2)  In  Y  und  Z  steckt  kein  T  niedriger  als  Td. 

3)  Entweder  hat  X  nicht  alle  K,  oder  X  hat  min- 
destens ein  P. 

4)  Y  oder  Z  hat  entweder  Td  oder  TT  oder  beides 

5)  X  hat  kein  H. 

6)  Weder  in  Y  noch  in  Z  befinden  sich  Ivb  oder  K9. 
In  die  logische  Formelsprache  übersetzt  lauten  diese 

sechs  Urteile  : 

1)  Tz-f  Td  +  TT)X  =  üi, 

2)  T7X  =  0  oder  T7X  =  ü.,, 

3)  X(Kb  +  K9)+X(Pz  +  Pk  +  Pd  +  P8)  =  Ü3, 

4)  X(Td  +  T7)  =  Ü4, 

5)  X(Hb  +  IIzJ-H9)  =  0  oder  (nach  §  39) 
XHb  =  Ü5,XHz  =  Ü6,XH9  =  Ü7. 

6)  X  (Kb  +  K9)=0  oder  X  Kb  =  üg,  XK9  =  Ü9. 
Um  daraus  X  und  X  zu  berechnen  bilden  wir  nach 

§    34,    indem    wir    überall    die    particuläre    Form    der 
Gleichungen  wählen,  das  symbolische  Produkt: 
(Tz  +  Td  -j-T7rr7.(^ 4- K9  -f  Pz  4-  Pk  +  Pd  4- PS) 

(Td  +  T7) Hb  Hz  H9  Kb  K9== 

TT  (Pz  -f  Pk  +  Pd  +  PS)  Td  Hb  Hz  H9  Kb  K9. 

Daraus  ergeben   sich   vier   verschiedene  Lösungen, 

deren  eine 
X  =  T7  4-Pz  +  Kb  +  K9  +  v(Tz4-Pk  +  Pd  +  P8) 
X=:Td  +  Hb  +  Hz4-H9-f  v(Tz4-Pk  +  Pd  +  P8) 

und  von  denen    die   übrigen    drei   sich    von    dieser  nur 

dadurch  unterscheiden,    dass  Pz   mit  Pk  oder  Pd    oder 

P8  die  Stelle  tauscht. 

Durch     arithmetische     Betrachtungen     finden     wir 


nach  ein  Individuum  nicht  gleich  0  sein  kann.  Es  ist  dort  der 
stillschweigende  Zusatz  gemacht:  „Wenn  es  zum  üenkbereich 
gehört".  — 


6* 
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ferner,  dass,  da  X  aus  nur  5,  X  aus  7  Individuen  be- 
stehen soll,  V  nur  eine  einzige  Karte  aus  der  Klasse 
Tz -|- Pk -|- Pd -j- P  8  bedeuten  kann,  v  enthält  dann 
die  übrigen  drei  Karten  dieser  Klasse. 

In  Worten  ausgesprochen  heisst  nunmehr  das  ge- 
wonnene Resultat : 

X  hat  sicher  Trefle-Sieben,  Pique-Zehn,  Carreau- 
Bube  und  Carreau-Neun,  ausserdem  sicher  einen  von 
den  noch  übrigen  Piques.  Die  fünfte  Karte  ist  dann 
entweder  Trefle-Zehn  oder  noch  ein  Pique. 

X  hat  sicher  Trefle-Dame,  Coear-ßube,  Coeur-Zehn 
und  Coeur-Neun,  ausserdem  entweder  drei  Piques  oder 
Trefle-Zehn  und  zwei  Piques.  —  Dabei  ist  natürlich 
immer  das,  was  X  hat,  von  X  ausgeschlossen. 

Ein  logischer  Widerspruch  war  also  nicht  in  den 
sechs  aufgestellten  Urteilen.  Ob  aber  nicht  trotzdem 
bei  der  Synthese  dieser  Urteile  Fehler  vorkamen,  welche 
sie  in  Widerspruch  mit  der  Wirklichkeit,  d.  h.  mit  den 
Urteilen  setzen ,  welche  wir  schliesslich  nach  direkter 
Beobachtung  der  verteilten  Karten  fällen  können,  das 
zu  entscheiden  ist  die  Analysis  der  Logik  weder  fähig 
noch  berufen. 


§  43. 

Wir  wollen  die  Untersuchungen  boschliessen  mit 
ein(;r  zusammenfassenden  Erörterung  des  sogenannten 
Satzes  des  Widerspruchs,  dem  in  der  älteren 
Logik  vielfach  eine  falsche  Bedeutung  zugeschrieben 
wird.  Wir  sahen,  dass  die  Kriterien  des  Widerspruchs 
für  jeden  Teil  der  Logik  verschiedene  waren,  und  dass 
sie  abhingen  von  den  mehr  oder  weniger  allgemcMuen 
Voraussetzungen,  die  wir  über  die  Begriffe  und  Klassen 
iiificlitcii')      Schon  daraus  geht  hervor,  Hass  man  eigent- 

>)  Vgl.  die  §§  G,  8,  15,  17,  22,  25,  32 . .  35. 
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lieh  nicht  von  dem  Satze,  sondern  von  den  Sätzen 
des  Widerspruchs  reden  sollte,  und  in  der  That  rührt 
die  Unklarheit,  welche  in  der  älteren  Logik  die  Bedeu- 
tung des  Widerspruchssatzes  umschleiert,  zum  Teil  von 
der  Vermischung  mehrerer  nicht  gleichbedeutender  Sätze 
her.  Zunächst  ist  der  logische  Widerspruch  zu 
unterscheiden  von  dem  Widerspruch  auf  anderen  Ge- 
bieten des  formalen  Wissens  z.  B.  vom  arithmeti- 
schen Widerspruch,  den  allein  wir  hier  zum 
Vergleich  heranziehen  wollen.  Keine  Logik  ist  im 
Stande  einen  Widerspruch  in  den  beiden  arithmetischen 
Gleichungen 

3x  +  4  =  0 
4x-|-5  =  0 
nachzuweisen ;  nur  arithmetische  Betrachtungen  zeigen 
ihn  auf.  Die  Logik  ist  eben  nicht  jene  allumfassende 
formale  Denk  lehre,  für  welche  sie  sich  bisher  ausgab ; 
sie  hat  noch  andere ,  ebenso  formale  Disciplinen 
neben  sich. 

Es  gibt  aber  auch  wirklich  universale,  für  alle 
Zweige  des  Wissens  geltende  Denkgesetze.  Zu  ihnen 
gehört  vor  allem  eines,  das  wir  zum  Unterschied  von 
den  Sätzen  des  Widerspruchs  das  Prinzip  des  Wider- 
spruchs nennen  wollen.     Es  lautet: 

Von  zwei  Sätzen,  von  denen  der  eine  die- 
selbe Beziehung  zwischen  irgend  welchen  Denk- 
objecten  aufhobt,  welche  der  andere  setzt,  ist 
notwendig  der   eine  wahr,    der  andere  falsch. 

Es  gibt  keine  doppelte  Wahrheit;  jeder  Satz  ist 
entweder  wahr  oder  falsch,  nicht  beides  zugleich;  das 
ist  das  Postulat,  ohne  welches  alles  Denken  keinen  Sinn 
hätte. 

Auf  die  Beziehung  der  Gleichheit  und  Ungleich- 
heit, auf  die  wir  uns  hier  beschränken,  angewandt,  er- 
halt nun  obiges  Prinzip  die  Form : 
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Von  den  beiden  Urteilen  „A  ist  gleich  B", 
(A  =  B),  und  „A  ist  nicht  gleich  B",  (A=^B), 
wo  A  und  B  ganz  beliebige  Denkobjecte  vor- 
stellen, ist  notwendig  das  eine  wahr,  wenn  das 
andere  falsch  ist,  und  umgekehrt. 

Das  eine  dieser  Urteile  ist  die  Verneinung  des 
anderen.  Damit  ist  zugleich  dem  Begriff  der  Ver- 
neinung eines  Urteils  ein  exacter  Sinn  gegeben.  Das 
logische  Urteil  „a  ist  nicht  b",  z.  B.  ist  nicht  die 
Verneinung  von  „a  ist  b",  denn  das  erste  Urteil  setzt 
nicht  dasselbe  ungleich,  was  das  zweite  gleich  setzt. 
Es  besteht  daher  auch  nicht  notwendig  ein  Widerspruch 
zwischen  beiden,  worauf  schon  in  §  8  hingewiesen  wurde. 

Alle  besonderen  Sätze  des  Widerspruches  nun 
sind  nichts  anderes  als  Anwendungen  des  Widerspruchs- 
prinzips auf  besondere  GTebiete.  Sie  beruhen  ausnahms- 
los darauf,  dass  von  vorn  herein  gewisse  Beziehungen 
als  wahr  angenommen  oder  bewiesen  werden,  und  auf 
Grund  dieser  dann  alle  Urteile  und  Systeme  von  Ur- 
teilen als  falsch  bezw.  sich  widersprechend  bezeichnet 
werden,  die  auf  Folgerungen  führen,  welche  die  Ver- 
neinung jener  Beziehungen  enthalten.  Aus  der  Bildung 
der  Zahlenreihe  z.  B.  geht  hervor,  dass  keine  Zahl 
einer  vorhergehenden  oder  nachfolgenden  gleich  sein 
kann.  An  die  Spitze  der  Arithmetik  könnte  man  daher 
unendlich  viele  Ungleichungen  stellen,  denen  keine  arith- 
metische Gleichung  widersprechen  darf.  Der  Satz  des 
arithmetischen  Widerspruches  lautet  demgemäss: 
Jedes  Gleichungssystem,  aus  dem  durch  Elimination 
der  Unbekannten  die  Gleichheit  einer  Zahl  mit  einer 
in  der  Zahlenreihe  vorhergehenden  oder  nachfolgenden 
sich  ergibt,  enthält  einen  Widerspruch. 

Ganz  auf  dieselbe  Weise  entstehen  die  Sätze  des 
logischen  Widerspruchs,  nur  sind  hier  die  Grund- 
wahrheiten   nicht    immer    demonstrierbar,   sondern   teils 
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Postulate,  teils  auf  Erfahrung,  teils  auch  auf  Beweis 
beruhende  Erkenntnisse,  je  nach  dem  Denkbereich,  um 
den  es  sich  handelt. 

Das  die  ganze  Logik  beherrschende  Postulat,  dass 
der  Denkbereich  nicht  leer  sei  (1  =|=  0)  [1]  führt  so  zum 

ersten  Satz  des  logischen  Widerspruchs, 
der  folglich  für  die  gesamte  Logik   gilt.     Er  wurde  in 
§    8    formuliert.      Von   viel    speciellerer   Bedeutung    ist 
schon  der 

zweite  Satz  des  logischen  Widerspruchs. 

Er  gründet  sich  darauf,  dass  auf  irgend  eine  Weise 
gewisse  Klassen  als  real  erkannt  sind.  Es  wird  also 
die  Wahrheit  einer  Reihe  von  Ungleichungen,  a=|=0, 
b  =j=  0 ,  c  =1=  0,  •  •  •  •  vorausgesetzt.  Alle  Urteile  und 
Urteilssysteme,  aus  denen  a  =  0  oder  b  =  0  oder  c  ^=  0 
u.  s.  w.  folgt,  enthalten  daher  einen  Widerspruch.  — 
Der  Satz,  welcher  in  der  älteren  Logik  ausschliesslich 
den  Namen  „Satz  des  Widerspruchs"  trägt,  ist  nur  ein 
Specialfall.  Er  lautet^):  Die  Urteile:  a  ist  b  und:  a 
ist  nicht  b,  können  nicht  beide  wahr  sein.  Dabei  ist 
stillschweigend  a  =|=  0  angenommen.  Dann  besteht  aller- 
dings zwischen  den  beiden  Urteilen  ä  =  v  b  und  ä  =  u  b 
ein  Widerspruch,  denn  es  folgt  aus  ihnen  ä=:0.  Die 
Voraussetzung  darf  aber  nicht  verschwiegen  werden,  wenn 
man  nicht  von  dem  Wesen  dieses  Widerspruchs  eine 
falsche  Vorstellung  erhalten  soll.  Notwendig  in  dem 
Sinne,  als  ob  ohne  sie  kein  Schliessen  möglich  wäre, 
ist  die  Voraussetzung  nicht,  wie  die  allgemeine  Logik 
lehrt.  Ja  die  Voraussetzung  muss  sogar  unter  Um- 
ständen fallen  gelassen  werden,  denn  es  kommen  prak- 
tische Aufgaben  vor,  bei  denen  die  vollständige  Unbe- 
stimmtheit gewisser  Klassen  Avescntlich  ist.  In  solchen 
Fällen  wäre   also    der  Schluss    a  =  0   aus    a  =  vb    und 


')  Überweg,  System  der  Logik  4.  Aufl.  §  77. 


und   a  =  ub   unanfechtbar    und    die   beiden  Urteile  mit 
einander  verträglich. 

Der  zAveite  Satz  des  Widerspruchs  behauptet  nur, 
dass  von  den  Prämissen,  welche  einen  Widerspruch 
enthalten,  mindestens  eine  falsch  ist,  denn  das  genügt 
um  den  Widerspruch  zu  erklären.  Es  ist  also  nur  aus- 
geschlossen, dass  alle  richtig,  nicht  aber ,  dass  alle 
falsch  sind.  Die  Behauptung  nun,  dass  gewisse  Urteile 
nicht  gleichzeitig  falsch  sein  können,  enthält  der 

dritte  Satz  des  logischen  Widerspruchs, 
der   unter    der  Bezeichnung    des    Satzes    des    ausge- 
schlossenen   Dritten    bekannt    ist.      Ist    festgestellt 
worden,    dass    die   Klasse    o    entweder    ein  Individuum 
oder  0  ist'),  so  ist  von  den  beiden  Urtheilen 

a  =  u  b,  (a  b  =  0)  und  a  =  v  b,  (a  b  =  0) 
mindestens  das  eine  wahr.     Denn    wären   beide    falsch, 
also  die  Verneinungen  beider 

ab  =1=0  und  ab=|=0 
wahr,    so    könnte    a   weder   ein    Individuum    sein,   nach 
[38],  noch   auch  gleich  0,    da    aus  jeder   der  Ungleich- 
ungen a=|=0  folgt,  nach  [19']. 

Auch  bei  der  Formulierung  dieses  Satzes  ^)  wird 
in  der  älteren  Logik  die  Bedingung  seiner  Gültigkeit 
regelmässig  verschwiegen,  weil  nicht  erkannt.  Infolge 
gewisser  theoretischer  Vorurteile,  vernachlässigte  nämlich 
die  Logik  den  Unterschied  zwischen  Individuen  und 
mehr  als  einen  Gegenstand  umfassenden  Begriffen,  indem 
sie  denselben  für  logisch  irrelevant  hielt.  Es  genügt 
jfidoch  ein  Beispiel  um  die  logische  Bedeutsamkeit  dieses 
Unterschiedes  darzulegen. 

Von    den    beiden    Urteilen:    „Die   Umlaufszeit    des 


')  Eine  solche  Klasse  nennt  Herr  K.  Schröder  in  seiner  unter 
der  Presse  befindlichen  „Algel)ni  der  Logik"  (B.  G.  Toubner) 
eine  singulare. 

'^)  Überweg,  a.  a.  O.  §  78. 
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Mondes  (der  Erde)  ist  grösser  als  30  Tage/'  und:  „Die 
Umlaufszeit  des  Moudes  ist  nicht  grösser  als  30  Tage," 
ist  notwendig  das  eine  richtig.  Es  gilt  in  diesem  Falle 
der  Satz  des  ausgeschlossenen  Dritten. 

Dagegen  können  die  beiden  Urteile:  „Die  ]\k)nde 
des  Saturn  haben  eine  Umlaufszeit,  die  grösser  als  30 
Tage",  und:  „Die  Monde  des  Saturn  haben  eine  Um- 
laufszeit, die  nicht  grösser  als  30  Tage,"  beide  falsch 
sein  nach  logischen  Gesetzen,  und  sie  sind  es  in  der 
That,  denn  die  Uralaufszeit  einiger  Monde  des  Saturn 
ist  grösser,  die  der  übrigen  ist  kleiner  als  der  ange- 
gebene Zeitraum. 

Der  logische  Grund  aber  dafür,  dass  im  ersten 
Falle  der  Satz  des  ausgeschlossenen  Dritten  galt,  im 
zweiten  nicht,  ist  kein  anderer  als  der,  dass  der  Be- 
griff „Mond  der  Erde"  einen  einzigen  Gegenstand  be- 
zeichnet, während  8  Monde  des  Saturn  bekannt  sind. 
Das  ergiebt  sich  unmittelbar  aus  der  Definition  des 
Individuums  (§  25),  die  ja  eben  mit  Hülfe  des  Satzes 
des  ausgeschlossenen  Dritten  [37]  das  logische  Indivi- 
duum charakterisiert. 

Der  Satz  des  ausgeschlossenen  Dritten  ist  wie  der 
zweite  Satz  des  Widerspruchs,  nur  ein  Special  fall  der 
allgemeinen  Kriterien  des  Widerspruchs  (§§  22,  32  .  .  35). 

Die  bisher  erwähnten  Irrtümer  der  älteren  Logik 
bezüglich  des  Satzes  bezw.  der  Sätze  des  Widerspruchs, 
bestanden  in  der  Verkennung  der  Voraussetzungen 
ihrer  Gühigkeit.  Ein  fast  ebenso  verbreiteter  Irrtum 
.  bezieht  sich  auf  die  Anwendung  dieser  Sätze.  Fast  in 
allen  Lehrbüchern  der  Logik  findet  man  den  Satz  des 
Widerspruchs  als  das  eigentliche  Prinzip  alles  logischen 
Schliesscns  hingestellt ;  nur  einzelne,  besondere  Tendenzen 
verfolgende  Logiker^)  halten  sich  von  diesem  Irrtum 
frei.     Besonders  Kant  ist  an  der  Verbreitung  desselben 

»)  z.  B.  F.  A.  Lange,  Logische  Studien.  Iserlohn  1877.  S.  8  ff. 
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Schuld,  mit  seiner  vollständigen  Identificierung  des  ana- 
lytischen Verfahreus  mit  dem  Schliessen  „nach  dem 
Satz  des  Widerspruchs".  Dieser  Satz  ist  kein  Prinzip 
des  Schliessens.  Man  kann  aus  gegebenen  Sätzen  Fol- 
gerungen ziehen,  bevor  man  überhaupt  jene  Festsetzungen 
getroffen,  ohne  die  das  Wort  Widerspruch  gar  keinen 
Sinn  hat.  Das  wurde  schon  §  6  erörtert,  und  wird 
überdies  durch  die  Ordnung  der  Untersuchungen  bewiesen, 
die  in  dieser  Abhandlung  inne  gehalten  wurde.  Die 
Untersuchung,  ob  in  einem  System  ein  Widerspruch  sei, 
ging  in  der  Regel  dem  Schlussverfahren  nicht  vorher, 
sondern  folgte  ihm. 

Nur  beim  sog.  indirekten  Beweise  wird  vom  Prinzip 
des  Widerspruchs  ein  Gebrauch  gemacht,  den  man  als 
ein  Folgern  „nach  dem  Prinzip  des  Widerspruchs"  be- 
zeichnen könnte,  das  aber  vom  gewöhnlichen  Folgern 
wesentlich  verschieden  ist-,  denn  es  wird  dabei  nicht 
ein  neuer  Satz  aus  gegebenen  abgeleitet,  sondern  es  wird 
ein  Satz  als  falsch  verworfen,  weil  ein  anderer  als  wahr 
angenommen  wurde.  — 


Anrn.  In  dein,  während  des  Druckes  der  letzten  Bogen 
dieser  Abliandlung  erscliienenen  ersten  Bande  der  „Algebra  der 
Logik"  des  Herrn  E.  Schröder  wird  (S.  346)  dem  Satze  des 
Widerspruchs  und  dem  des  ausgeschlossenen  Dritten  eine  schein- 
bar andere  Deutung  gc^geben,  die  aber,  wie  besonders  die  Er- 
läuterungen beweisen,  im  Grunde  mit  der  ol)igen  übereinkommt. 
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